Chapitre 1. L’appréhension statistique J
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Définitions générales

Quelques définitions

Exemple de problématique : on désire étudier les salaires des
8000 employés d’une entreprise.
Questions : qui va-t-on interroger ? que va-t-on mesurer 7

Définitions

e La population statistique (ou champ d’étude) est
I'ensemble sur lequel porte 1’étude statistique.
Ala population n’est pas forcément un ensemble de
personnes - ex : parc automobile francais, ...

@ Un individu est un élément de la population.

e Si la population est trop grande (i.e. trop d’individus) on
fait généralement I’étude sur une partie de la population.
Cette “partie” est appelée échantillon.

e La variable statistique est ce que I'on observe/mesure 35
chez les individus de la population.

V.

aux statistiques

Définition et formalisation

Tableau/Série statistique

@ Un tableau statistique donne pour chaque valeur (ou modalité)
de la variable, Deffectif correspondant (c-a-d le nombre de fois ou
l'on observe la modalité).

o Il intégre en général également la fréquence de chaque modalité
ainsi que Deffectif ou la fréquence cumulée (lorsqu’il s’agit d’une
variable quantitative!).

@ Soit p le nombre de modalités que ’on note en général z;
(i=1,...,p)

o Effectif : n;; Effectif total : .

o Fréquence :| f; = =, f; € [0,1] | que I'on exprime en %.

n’

T T
1
o Fréquence cumulée : | F; = Zf, =— Z n; |en %. 47
n :
j:l j:l
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© Représentation graphique
e Introduction
e Variable quantitative discrete : exemple du nbre de
personnes par voiture
e Variable quantitative continue : exemple du revenu de
ménages
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Classification des variables statistiques

Classification des variables statistiques

La nature des variables statistiques dépend de la nature de ses
modalités, c-a-d des valeurs qu’elle peut prendre.

@ Variables qualitatives : grandeur non “mesurable”; &
laquelle on ne peut pas donner une valeur numérique.
o variables catégorielles : aucune relation d’ordre ne peut
étre établie sur I’ensemble des modalités.
[ex : sexe, couleur des yeux, origine du baccalauréat|
o variables ordinales : une relation d’ordres existe.
[ex : niveau de satisfaction (mauvais, bon, trés bon,... )]
© Variables quantitatives : la grandeur observée est
“mesurable”.
o Variables quantitatives discretes : la variable prend ses
valeurs dans un ensemble dénombrable.
[ex : nbre d’enfants par employé,. . . ]
o Variables quantitatives continues : la variable prend ses
valeurs dans un ensemble “continu” (intervalle, réels,...) 42
[ex : salaire des employés, taille,. . .|

Tableaux statistiques
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Exemples

Exemple 1

On désire étudier la répartition de 22 millions des actifs francais
selon leur catégorie socio-professionnelle.

Déterminez la population, I'individu, la variable statistique et
Sa nature.

Réponse : population = ens. des actifs, individu = 1 actif
variable = CSP, variable qualitative catégorielle.

Complétez le tableau statistique :

Modalité z; | Effectif n; (x10%) | Fréquence f;
Ouvriers
Employés 6600
Cadres 2640
Autres 7260
Total 22000 49
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Exemples Exemples

Exemple 1

On désire étudier la répartition de 22 millions des actifs francais

selon leur catégorie socio-professionnelle.

Déterminez la population, I'individu, la variable statistique et

sa nature.

Réponse : population = ens. des actifs, individu = 1 actif
variable = CSP, variable qualitative catégorielle.

Complétez le tableau statistique :

Exemple 2

On désire étudier le nbre de personnes présentes dans un
véhicule a partir d’un échantillon de 400 voitures.

Déterminez population, individu, variable statistique.
Réponse : population = 400 voitures, individu = 1 voiture
variable = nbre de pers/voit., variable quantitative discrete.

Complétez le tableau statistique :

Modalité 7; | Bffectif m; (x10%) | Fréquence f, Modalité z; | Effectif n; | Fréq. f; | Fréq. cumulée F;
Ouvriers 5500 25% ! 10(53
Employés 6600 30% 2 2 %
Cadres 2640 12% 3 40%
Autres 7260 33% 4 25%,
Total 52000 100% 51 Total 100% X 53
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Exemples Exemples

Exemple 2 Exemple 3

On désire étudier le revenu de ’ensemble des ménages frangais
(20 millions)

Déterminez population, individu, variable statistique.
Réponse : population = ensemble des ménages, individu = 1
ménage, variable = revenu, variable quantitative continue.

On désire étudier le nbre de personnes présentes dans un
véhicule a partir d’un échantillon de 400 voitures.

Déterminez population, individu, variable statistique.
Réponse : population = 400 voitures, individu = 1 voiture

variable = nbre de pers/voit., variable quantitative discréte. . . .
Alorsque la variable est continue, il faut regrouper les

Complétez le tableau statistique : observations en classess; on parle de données regroupées.

Complétez le tableau statistique :

Modalité z; | Effectif n; | Fréq. f; | Fréq. cumulée F;
1 40 10% 10% Modalité z; | Effectif n; | Fréq. f; | Fréq. cumulée F;
2 100 25% 35% (en euros) (><106)
3 160 40% 5% [0, 1600[ 45%
4 100 26% 100% [1600, 2400[ 80%
Total 400 100% X [2400, 3200[ 100%
55 Total 100% X 58

Exemples Exemples

Exemple 3 Exemple 3

On désire étudier le revenu de ’ensemble des ménages francais

(20 millions) Modalité z; | Effectif n; | Fréq. f; | Fréq. cumulée F;
Déterminez population, individu, variable statistique. (en euros) (x106)
Ré,ponse : p(.)pulation = enseml?le des Inén.age.s, indivi.du =1 [0, 1600] 9 5% 5%
ménage, variable = revenu, variable quantitative continue. [1600, 2400[ 7 35% 80%
Alorsque la variable est continue, il faut regrouper les (2400, 3200( 4 20% 100%
observations en classess ; on parle de données regroupées. Total 20 100% X
Complétez le tableau statistique : Quelques interprétations :

Modalité z; | Effectif n; | Fréq. f; | Fréq. camulée F; e 9 millions d’actifs ont un revenu compris entre 0 et

(en euros) (x109) 1600 euros

[0, 1600[ 9 45% 45% e 35% des actifs ont un revenu compris entre 1600 et
[1600, 2400[ 7 35% 80% 2400 euros .
[2400, 3200( 4 20% 100% 60 e 80% des actifs ont un revenu inférieur & 2400 euros . G1
Total 20 100% X




Représentation graphique
Introduction

Introduction

Représentation graphique

®0000

e Permet d’avoir une vision globale de la série statistique

e Permet de comparer deux séries statistiques en superposant
les graphiques.

o A\ Graphique reste assez imprécis ; c’est un résumé qu’il
faut absolument associer au tableau.

e Graphiques différents selon le type de variable étudiée.
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Représentation graphique
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Graphique en tuyaux d’orgues

i n; (x107) fi
Ouvriers 5500 25% o
Employés 6600 30% S
Cadres 2640 12%
Autres 7260 33% &4
Total 22000 100%

0.20
I

On représente les

0.15
L

modalités par des

0.10
L

rectangles de base
constante. Les hauteurs

0.05
1

de ces rectangles

correspondent aux

0.00
L

féquences (ou effectifs). ouvriers employes  cadres autres

70

Représentation graphique
0000e

Graphique en secteurs (camembert)

; fi angle a;
Ouvriers | 25% 90°
Employés | 30% 108°

Cadres 12% 43.2°
Les modalités sont Autres 33% | 118.8°
représentées par des secteurs de Total 100% 360°
disque dont I"angle est
proportionnel aux fréquences
ou effectifs. )
ouvriers
o Méthodologie : faire une employes
regle de 3 en sachant que
100% < 360°
e Exemple :
25% = 25/100 * 360 = 90°. cadres 73

autres

Variable qualitative (catégorielle ou ordinale)

Construction graphique : on représente chaque modalité de la
variable par une surface proportionnelle & 'effectif.

Pour ce faire, les deux principales méthodes sont
@ Graphique en tuyauzr d’orgues.
@ Graphique en secteurs ou camembert.
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Graphique en secteurs (camembert)

z; fi angle q;
Ouvriers | 25%
Employés | 30%
Cadres 12%
Les modalités sont Autres 33%
représentées par des secteurs de Total 100% 360°

disque dont ’angle est
proportionnel aux fréquences
ou effectifs.

@ Méthodologie : faire une
regle de 3 en sachant que

100% < 360°

e Exemple :
25% = 25/100 = 360 = 90°.

Variable quantitative discréte

- m 7 2 Deux types de graphique :

1 40 | 10% | 10%
2 100 | 25% | 35%
3 160 | 40% | 75%
4 100 | 25% | 100%
Total | 400

(ou d’effectifs) [a gauche]

[a droite]
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\phique

@ diagramme en batons fréquenciel

@ diagramme des fréquences cumulées.

030 035 040
o

020
04

frequence
o
frequence cumulee

015

0z

st T 1 T t
10 15 20 25 30 35 40 w15 20 25 30 35 a0
nombre de personnes/voiture nombre de personnes/voiture
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Variable quantitative continue : exemple du revenu de ménages

Variable quantitative continue : exemple du revenu de ménages

Construction de I’histogramme

Revenu z; n; Fréq. f; F; L’histogramme est un ensemble de rectangles juxtaposés tel que la
(en euros) | (x109) surface de chacun des rectangles soit proportionnelle & la
[0, 1600[ 9 15% 45% fréquence de chacune des classes. La longueur de la base de ces
[1600, 2400( 7 35% 80% rectangles est proportionnelle 4 ’amplitude de la classe, notée a;
[2400, 3200[ 4 20% 100%
Total 20 100% X

@ Exemple (revenu) : amplitude des classes= 1600 €, 800 €,
800€= on peut tout renormaliser par une méme unité
d’amplitude (u.a.) valant ici 800 €. Ici, les facteurs d’unité
d’amplitude valent 2 u.a., 1 u.a. et 1 u.a.

Pour représenter graphiquement une variable continue

regroupée en classes, on dispose de deux outils
@ histogramme fréquenciel . . .
g a @ Dans un histogramme la hauteur des rect. est aussi appelée

@ courbe des fréquences cumulées densité et est noté d;.

e Formule :| a; xd; =f; © d; = L

a,

75 o La surface totale des rectangles vaut 1 (car Y0, f; = 1) 80
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Variable quantitative continue : exemple du revenu de ménages

Variable quantitative continue : exemple du revenu de ménages

Revenu z; n; Fréq. f; a; d; Revenu z; n; Fréq. f; a; d;
(en euros) | (x109) (1 w.a.=800€) | (par tranche de 800€) (en euros) | (x10%) (1 u.a.=800€) | (par tranche de 800€)
[0, 1600[ 9 45% [0, 1600[ 9 45% 2 22.5%
[1600, 2400[ 7 35% [1600, 2400[ 7 35% 1 35%
[2400, 3200[ 4 20% [2400, 3200[ 4 20% 1 20%
Total 20 100% X X Total 20 100% X X

30
L

10
L

% par tranche de 800 euros
2

T T T T T T T T 85
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Revenu en euros

Représentation graphique
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Variable quantitative continue : exemple du revenu de ménages

Courbe des fréquences cumulées

Revenu z; n; Fréq. f; F;
= graphique des (en euros) | (x109)
fréquences cumulées (F;) [0, 1600[ 9 45% 45%
en fonction du revenu [1600, 2400[ 7 35% 80%
(). [2400, 3200[ 4 20% 100%
Total 20 100% X

Frequence cumulee

©

T T
0 500 1000 1500

T T
2000 2500

Revenu en euros

T
3000
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Chapitre 2. Caractéristiques des distributions a

une variable quantitative

89

@ Caractéristiques de tendance centrale
e Mode
e Médiane
e Quantiles d’ordre quelconque
@ Moyenne
e Synthese : quelles caractéristiques pour résumer une série ?
@ Complément : méthode du “shift and share”
© Caractéristiques de dispersion
o Etendue (intervalle de variation)
e Ecarts interquantiles
e Ecart absolu
e Ecart-type et variance
e Comparaison de séries statistiques et synthese
© Caractéristiques de concentration
@ Courbe de Lorentz
e Indice de Gini 91
@ Médiale

Caractéristiques de tendance centrale

Mode

Application numérique sur deux exemples

Exemple Nbre pers. /voiture s
T i H
1 10% g
2 25% i
3 40% T
4 25%
Total 100% e
nombre de personnes/voiture
Revenu des ménages francais .
z; fi d;
(en euros) (/tr. de 800€) ’
[0, 1600[ 45% 22.5% :
[1600, 2400( 35% 35%
[2400, 3200[ | 20% 20%
Total 100% X B I e 95

Objectif général de ce chapitre

o Objectif : calculer des caractéristiques permettant de
résumer les tableaux et graphiques.

e Trois catégories de caractéristiques :
@ Tendance centrale
@ Dispersion
@ Concentration

90

Caractéristiques de tendance centrale

Mode

Mode d’une variable statistique

Le mode (ou classe modale) est la valeur (ou la classe) pour
laquelle les individus sont le plus représentés.

Caleul du mode :

e variable discréte : modalité présentant le plus grand effectif (ou
plus grande fréquence).

@ variable continue : on cherche d’abord la classe ayant la plus
grande densité : c’est la classe modale. Le mode peut ensuite
étre défini (par exemple comme le centre de cette classe).

Remarques :

@ pour une var. continue, en général on ne donne que la classe

modale.

@ Une série peut avoir plusieurs modes (en présence de maxima
locaux de fréquence ou densité selon le type de variable) ; on 94
parle de série plurimodale.

Caractéristiques de tendance centrale

Médiane

Médiane - définition

La médiane est la valeur de la série (i.e. une modalité) qui
partage la série en deux sous-ensembles de méme effectif (ou de
méme fréquence).

Al faut distinguer deux cas :

@ les données sont observés de maniere brute.
[le plus souvent une variable discrete]

@ les données sont regroupées en classes.
[le plus souvent une variable continue]
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tiques de tendance

Médiane (2) - données brutes Médiane - données brutes (2)

. . N . . . uelle est la médiane de la série statistique suivante 7
Deux cas possibles en fonction du caractere pair ou impair de la Q a

taille de I'échantillon n : Exemple nb personnes/voiture
@ n est impair : la médiane de la série de n =5 ages : 17, 9, T n; fi F;
19, 25, 21 est | Me =19 (ans) | 1 40 | 10% 10%
0 0
® 7 est pair : la médiane de la série de n = 4 ages : 17, 9, 19, 21100} 25% | 35%

07 07
25 est entre 17 et 19= [ Me = (17 + 19)/2 = 18 (ans) | i 138 ‘212(? 17050(/;
0 (]

Formule générale : Soient x1,...,x, les valeurs de la série et Total | 400 | 100% X
soient (1), Z2). . - - , Xn) les versions ordonnées, i.e.
1) < 3(@) < - < T alors e n =400 est pair = il faut donc repérer la 200 -eme et
L . 201 -eme observation dans la liste des observations
T(n+1)/2) si n est impair, ,
Me Tn/2)H () 241) : ; ordonnées.
I E— S1 1 est pair.

°® 72000 =3, Zon =3 =| N (pers. /voiture)

102 105

iques de tendance centrale tiques de tendance centrale

Médiane Médiane
Médiane (3) - données regroupées Médiane (5) - interpolation linéaire
Exemple du revenu ménages - _
T (en €) n; (X106) fz F; . / . L.
10, 1600] 9 5% | 45% 3 Graphiquement : la médiane
[1600, 2400] 7 35% | 80% o Lol correspond a l'abscisse du point
[2400, 3200] 4 20% | 100% B . d’intersection entre la courbe des
Total 20 100% X ) (2, F;) et la droite horizontale
S d’équation y = 50%.

Dans le cas ou les données sont regroupées en classes, il faut :

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
suivre deux étapes : roveru
= Formule générale : soit ]z;, ;4+1[ la classe médiane et soient

@ repérer la classe médiane | i.e. la classe contenant la bl ki 1L i
F; et Fiq les fréquences cumulées évaluées en z; et z;41, alors

médiane.
Ici, 45% des ménage ont un revenu < 1600€et 80% des

4 —_ .
ménages ont un revenu < 2400€= | Me €]1600, 2400[ Me = z; + % X (ZTjp1 — ;)
i+1 — L%

@ estimer la médiane par interpolation linéaire . 108

11

éristiques de tendance centrale Caractéristiques de tendance centrale

Mé Quantiles re quelconque

Médiane (5) - interpolation linéaire Quantile

Un quantile d’ordre @ (pour a € (0,1)) notée en toute généralité @Q,

- / : est la valeur qui partage la série en deux sous-ensembles ; une
3 Graphiquement : la médiane proportion « se situe en dessous de @), et une proportion 1 —a
o correspond & I'abscisse du point au-dessus strictement de Q.
B Me.50%) 5 )
. d’intersection er%tre la ftourbe des Remarques :
(x;, F;) et la droite horizontale 7M Q

o L . o Me = Q509-
s d’équation y = 50%. 20%
o] e Quartiles (notés @y, @2, @3) : quantiles qui séparent la série en 4

T 500 1000 1800 2000 2500 3000 sous-ensembles de méme effectif/fréquence. Plus précisément

revens
Application numérique :
pp 4 Q1 = Qasg, Q2 = Me, Q3 = Qrsg,.-

e 7 = 1600, 7511 = 2490’ Py = 45%, Fiy1 = 80%. o Déciles (notés Dy, Ds, ..., Dy) : quantiles qui séparent la série en
o Me = 1600+ %ﬁggﬁ X (2400 — 1600) ~ 1714.28 €. 10 sous-ensembes de méme fréquence. Plus précisément

113 Dl = Qll)%-DZ = QZ(I%»”--DE) = Q{)(l%- 114



es de tendanc

e quelconque

Qnantile (2)

o Les quantiles se calculent de maniére similaire & la médiane.

o Ainsi pour des données regroupées on a : si Qy €17, Tiv1[

a-F;
Q(r:xi"'ﬁx(xﬁl_xi)
i+l T L

Calculez le premier quartile de la série suivante

Exemple du revenu ménages
w; (en €) n; (x10°) fi I .
[0, 1600[ 9 45% 45% e Ql E]O’ 1()00[
1600, 2400 7 35% 80% — 25%—-0 3 — ~
{2400,3200{ 4 20% | 100% ® G =0+37=1600-0) ~
Total 20 100% | x 888.89€.
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Moyenne

Moyenne arithmétique (pondérée)

Soit z; (i =1,...,p) les modalités d'une série brute, d’effectifs
ni (i=1,...,p) et fréquence f;, la moyenne arithmétique
pondérée notée T est donnée par

T =

3=

P 2
. .y

Zn,a}, = Zjﬂ,, car f; = —.

i=1 i n

@ A\Si les données sont regroupées en classes, les z; ne sont en
général pas observées. Ces valeurs sont alors remplacées par les
centres de classes, notés ¢; pour i =1,...,p.

lorsque le nombre de modalités (ou nombre de classes) est grand,

il devient intéressant d’utiliser la calculatrice (rentrer les données
sous forme d’un tableau, configurer de maniére appropriée et 119
demander des résultats univariés).

Moyenne arithmétique : exemple revenu des ménages

Moyenne - introduction

Il y a plusieurs types de moyenne dépendant essentiellement du
probleme considéré

@ Moyenne arithmétique [la plus connue et la plus standard

@ Moyenne géométrique [utilisée par exemple pour calculer
des taux moyens|

@ Moyenne harmonique [utilisée pour calculer des moyennes
de ratios]

@ Moyenne quadratique [moyenne de carrés, notion moins
utilisée]
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Caractéris

Moyenne

Moyenne arithmétique : exemple covoiturage

Calculez la moyenne de la série

Exemple nb personnes/voiture
T n; fi F;
1 40 10% 10%
2 100 | 25% 35%
3 160 | 40% 5%
4 | 100 | 25% 100%
Total | 400 | 100% X

Application :
_ 40%1+100%2+160 %3 + 100 % 4 ,
T = = 2.8 pers./voiture.
400
(Remarque : 10% + 1 + 25% + 2 + 40%3 + 25% + 4 = 2.8) 121

Moyenne

Propriétés de la moyenne arithmétique

Calculez la moyenne de la série

Exemple du revenu ménages
7; (en €) ¢ n; (x105) fi F;
[0, 1600[ 800 9 45% | 45%
[1600,2400[ | 2000 7 35% | 80%
[2400, 3200[ | 2800 4 20% | 100%
Total X 20 100% X
Application :
7= 9% 800+ 7 = z([l)()[) + 4 % 2800 - 1620 €,

123

@ La somme des écarts (pondérés) a la moyenne est nulle,

c-a~d
P
D oniw -7 =0
i=1
Preuve :
P P P
Z ni(z; —T) = Z ;T — Z n; |'T =nT —nT =0.
i=1 i=1 i=1

124



de tendan

Moyenne

Propriétés de la moyenne arithmétique

@ La somme des écarts (pondérés) a la moyenne est nulle,

c-a-d
p
Z ni(z; —=7) =0
i=1

@ Considérons une population P d’effectif total n composée
de k sous-populations Pi,..., P d’effectifs ny,...,n; (donc
n=mny +...+ng). Notons Ty,...,T) les moyennes
arithmétiques des sous-populations Py, ..., Py alors

T+ ...+ NpT
p .

T=

“la moyenne globale est égale a la moyenne pondérée des
moyennes” 125

Caractérist

Moyenne

Moyenne géométrique

e Une action en bourse a évolué & la hausse de 10% 1’année 1,
puis a diminué de 5% l'année 2 et de 5% ’année 3.

e Question : Quel est le taux moyen (noté tyo,) d’évolution
de cette action sur les trois années ?

e La moyenne géométrique est le taux qui, appliqué
durant les trois années donnera le méme capital final selon
I’évolution décrite précédemment.

130

Caractéristi e tendance centrale
Moyenne

Moyenne géométrique (3)

Soit la série statistique wi,.. ., z, d’effectif ni,...,n, alors la
moyenne géométrique notée en général T est définie par

1/n
_ ) ) n,
Tg = mlmng'zx...x:rp‘)

o n=mni+...+np.

132

Calculez la moyenne de la 7; (en €) Ci niH | WiF | "B
série Ensemble de deuz [0, 1500 750 | 70 60 130
facons différentes : [1500,3000[ | 2250 | 130 40 170

Total X 200 100 300

ctéristiques de tendance

Moyenne

“Moyenne globale = moyenne pondérée des moyennes”

Ex : salaire de ny =200 hommes et np =100 femmes d’une entreprise.

Méthode 1 (méthode directe) :
1
300
Méthode 2 (en utilisant la propriété précédente) :

T = (750 x 130 + 2250 X 170) = 1600€.

1
T = ——— (750 x 70 + 2250 x 130) = 1725€.
200

1 - ar
Tp= 100 (750 x 60 + 2250 x 40) = 1350€.

1 1
Zp = -—(200xZy +100 X Tp) = —— (200 x 1725 + 100 x 1350) :1?6%0€
300 300

Caractéristiq
Moyenne

Moyenne géométrique (2)

Soit C le capital initial et soient Cy, Ca, C3 les capitaux apres
1,2 ou 3 années. On a
e selon I'énoncé C) = (1 + 10%)Cy, Co = (1 =5%)Cy et
Cy = (1 -5%)Cs, c-a~d
C3 = (14 10%)(1 - 5%)(1 — 5%) Cy.
o selon la définition du taux moyen : C1 = (1 + t0y) Co,
Cz = (1 + tmoy)Cl et 03 = (1 + tmoy)CQ, c-a-d
CB =1+ tmoy)g CO~
Par identification des deux identités, il vient que pour tout
capital initial Cp
(1 +10%)(1 = 5%)(1 = 5%) = (1 + Loy’
—

tmoy = (1 +10%)(1 = 5%)(1 — 5%))"* - 1. 131

Caractéristiques de tendance centrale

Moyenne

Moyenne harmonique

e Elle permet de calculer des moyennes de ratios.

o Exemple : Un coureur monte une cote de 1km a la vitesse
de 10km/h et descend cette méme cote a la vitesse de
30km/h.

e Question : Quelle est la vitesse moyenne du coureur ?

Umoy # 20 km/h!!
car il a passé plus de temps & 10km/h qu’'a 30km/h.

o On cherche vy, telle que la somme des temps passés a la
montée et la descente soit égal au temps passé a la vitesse
1/m0y M . )
bmontée = 150 Ldese. = 350 Loy Vimoy

& Umoy = T 2 — =15 km/h.

LR 135

Umoy 10



cté ues de tendance

de tendan,
tiques pour résumer une

Synthese : quelles cara

Moyenne

Moyenne harmonique (2) Synthese

o Mode(s), médiane, moyenne(s) : quel(s) indicateur(s)
utiliser pour résumer une série et en donner des tendances

., ny alors la

centrales ?
o Cela dépend de la “forme” générale de la série statistique

étudiée selon qu’elle soit :

Soit la série statistique 1, ..., 2, d’effectif ny, ..
moyenne harmonique notée en général Ty est définie par

_ n
S Ta— )
T T 3 s plurimodale,
s symétrique,

oun=mny+...+np. s asymétrique.
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Caractéristiques de tenda

Caractéristiques de tend
Synthese : quelles caractéristiques pour résumer une série 7 Synthese : quelles caractéristiques pour résumer une série 7
3 A al ~ 1 £ r
Afin de résumer cette série . ..

Afin de résumer cette série . ..

... quel est l'indicateur pertinent ¢

... quel est l'indicateur pertinent ¢

Salaires z; c; n; a; Salaires z; c; n; a;
en € (1 u.a. 4000€) en € (1 u.a. 1000€)
[0, 4000[ 2000 | 45 1 [0, 1000[ 500 5 1
[4000,8000[ | 16000 | 10 6 [1000, 2000[ | 1500 | 90 1
[28000, 32000[ | 30000 | 45 1 [2000, 3000[ | 2500 | 5 1
_ e 7 = 1500€, Me = 1500€.
o T = 16000€, Me = 16000€.
e classes modales : [1000, 2000[.
e 2 classes modales :
[0, 4000[,[28000, 32000[. =
N e les trois indicateurs peuvent étre
: utilisés.
e Moyenne et médiane non
e ks [ ] e on préferera la moyenne qui
représentatives de la série. R AR
possede des propriétés 111L0r0s531139

s informatifs 138
e Modes informatifs. o . (calenl algébrique)
serie SymCtrlun

série pluri-modale

Caractéristiques de tendance centrale

Caractéristiques de tenda itrale
Complément : méthode du “shift and share”

Complément : méthode “shift and share”

es pour résumer une série?

Synthese : quelles cara

Afin de résumer cette série . ..

e méthode utilisée pour comparer plusieurs moyennes
pondérées lorsque les coefficients de pondération sont trés
#, par exemple lorsqu’ils évoluent au cours du temps.

... quel est l'indicateur pertinent ¢

Salaires z; ¢ n; a;
en € (1 u.a. 2000€)
[0, 2000[ 1000 1 90 1 o permet de lisser l'effet structure.
[2000, 38000[ | 18000 | 10 18 Exemples : salaires de 2 CSP en 2010 et 2011.

_ Année 2010 | Année 2011

7 = 2900€, Me = 1100€. _ _
’ CSP_ | fi T (€] fi (€
= Cadres | 10% 2000 | 50% 1300
Employés | 90% 1000 | 50% 900

e La moyenne n’est pas
représentative car trop influencée

par les gros salaires. e Tog1g = 1100 €, Ty = 1100 €.

e peut-on conclure qu’il n’y a pas d’évolution de salaires de 142

e la médiane est plus adaptée.
140 2010 &4 20117

série asymétrique



Car istiqu > tend

Complément : méthode du “shif

Complément : méthode “shift and share” (2)

Caractéristiques de dispersion

Année 2010 | Année 2011

csp fi T (€)| i Ti(€
Cadres 10% 2000 | 50% 1300
Employés | 90% 1000 | 50% 900

o Pour éliminer l'effet du changement des effectifs, on calcule
les moyennes en fixant les effectifs de 2010 :

Fhor = 10% x 1300 + 90% x 900 = 940 €

= evolution de 94(1’1(1"1]00 ~ —-14.54%.
o pour éliminer leffet du changement de salaires, on calcule
la moyenne en 2011 en fixant les salaires en 2010

Tho1, = 50% x 2000 + 50% x 1000 = 1500 €
146

= évolution de %’&0100 ~ 36.36%.

Caractéristiques de dispersion

Etendue (intervalle de variation)

Etendue (intervalle de variation)

Objectif : définir des indicateurs permettant d’évaluer le
caractere dispersé ou variable d’une série statistique.
En particulier, nous étudierons

@ l'étendue
@ les écarts interquantiles
@ les écarts absolus (moyen et médian)

@ Décart-type (ou variance)

147

Caractéristiques de dispersion
Ecarts interquantiles

Ecarts-interquantiles

L’étendue est la différence entre la plus grande et la plus petite
observation de la série.

Etendue = ;) — 1)

e Notion tres peu utilisée en pratique car elle est tres sensible
aux fluctuations de I’échantillon.
e Exemple : on releve ’age de 10 individus : 24, 16, 18, 22,
16, 26, 35, 25, 15, 76.
= étendue est de
tp76-16 = 50 ans.
e Si on remplace 76 par un age < 35 I’étendue devient 19 anjgg

Caractéristiques de dispersion

Ecart absolu
Ecarts absolus
z @ statistique, z; : modalités, n; : effectifs, p nbre de modalités.

@ Ecart absolu moyen :

_ 1y ,
g = — E nglz; — .
n
i=1

@ Ecart absolu médian :
1 P
CMe = o E n;ilz; — Mel.

i=1

Remarques

@ Plus les écarts absolus sont grands, plus la série est dispersée.

@ Avantage : facile a calculer, écart absolu médian moins sensible
aux valeurs extrémes.

@ Inconvénient : ne se préte pas aux calculs algébriques.

On définit I’écart-interquartile et I’écart-interdécile comme
suit

Ecart interquartile = @3 — ()1  Ecart interdécile = Dg — D .

o Plus ces écarts sont grands et plus la série est dispersée.

e Du fait que I'on ne tient pas compte des observations
faibles ou élevées, ces caractéristiques sont moins sensibles
aux fluctuations de I’échantillon que I’étendue.

149

es de dispersion
Ecart-type et variance

Ecart-type et variance

La variance est la moyenne arithmétique pondérée des écarts a
la moyenne au carré. L’écart-type est la racine carrée de la
variance.

e Variance :

P

P
Var) = = mtai =P = 3 fiei -3
. 1=1

T
i=1

o Ecart-type :

o, = Var(z)

Plus Pécart-type (ou variance) est grand(e) et plus la série
observée est dispersée.




Ecart-type et variance

pe et variance (2)

Ecart

Autre expression de la variance :

p

Z ni(w; - T)?

i=1
P
1
2 =2
- E n;x; — (T)
n 4
=1

22— (T)?

= “moyenne des carrés” — “carré de la moyenne”.

Var(z) =

I
3=

ATout comme la moyenne, pour calculer une variance (ou
écart-type) pour une variable continue (dont les données sont
regroupées en classes) on remplace les z; par ¢; les centres de
classe.

jues de dispersion

Ecart-type et variance

Variance intra et interpopulation

153

Ecart-type et variance

Ecart-type et variance (3)

z; (en €) c; n; (x10%) i
Calculez les variance et [0, 1600[ 300 9 5%
écart-type de la série [1600,2400[ | 2000 7 35%
suivante : [2400, 3200 | 2800 4 20%
Total X 20 100%

Méthode 1 : on rappelle que T = 1620€.
1
20
= 631600 €2.
Méthode 2 :

Var(z) = (9 % (800 — 1620)% + 7 x (2000 — 1620)? + 4 x (2800 — 1620)2)

1 ‘ ‘
22 = 50 (9 x 800% + 7 x 2000% + 4 x 28()[)2) = 3256000 €2
Var(z) = 22 — ()% = 3256000 — 16202 = 631600 €2

156
Ecart-type : o, = V631600 ~ 794.7 €.

es de dispersion
Ecart-type et variance

Variance intra et interpopulation (2)

Thé

Considérons une population P de taille n composée de k
sous-populations Py, ..., Py d’effectifs respectifs ny,..., ni. Notons,
Z1,...,2 et Var(zy),..., Var(zy,) les moyennes et variances des k
sous-populations. Alors, la variance de la population P est

ny Var(xy) + ... + ng Var(zy) . Mm@ -T1)% + ...+ (T — Tp)?
n n

Var(z) =

k »
1 1 —
b E n; Var(z;) + b E 1, (T; - T)?
i=1 i=1

= “moyenne des variances” + “variance des moyennes”

= Variance intra-population + Variance inter-population.

1

es de dispersion

Ecart-type et variance

Variance intra et interpopulation (2)

57

Vérifions le résultat précédent sur Pexemple suivant : on étudie le
salaire de ny =200 hommes et np =100 femmes d’une entreprise.

Calculez les variances 7; (en €) Ci niH | MiF | NiE
inter-, intra- et totale de [0, 1500[ 750 | 70 60 | 130
la série : [1500, 3000[ | 2250 | 130 40 170
Total X 200 100 300

o Ty =1725 € Var(zy) = 511875 €7

Pour simplifier (un peu) Tr=1350 €  Var(zr) = 540000 €2

les caleuls : T=1600 €  Var(z) = 552500 €2.

Moyenne des variances :

1
Var. Intra = 300 (200 x Var(xy) + 100 X Var(xg))

1
= S5 (200X 511875 + 100 x 540000) = 521250€> 159

éristiques de dispersion
Ecart-type et variance

Variance intra et interpopulation (3)

Vérifions le résultat précédent sur Pexemple suivant : on étudie le
salaire de ny =200 hommes et np =100 femmes d’une entreprise.

Calculez les variances 7; (en €) Ci NiH | NiF | Mg

inter-, intra- et totale de [0, 1500[ 750 | 70 60 | 130

la série : [1500,3000[ | 2250 | 130 | 40 | 170
Total x| 200 | 100 | 300
o Ty =1725 € Var(zy) = 511875 €2
Pour simplifier (un peu) Tp=1350 €  Var(ze) = 540000 €2
les calculs : T=1600 €  Var(z) = 552500 €2.

Variance des moyennes :
1

300 (200 X Xy - %)? +100 X (Xp — %))

Var. Inter

- (200 x (1725 - 1600)” + 100 x (1350 - 1600)°) = $B6he>

300

Résumons un peu ces calculs :
o Var(z) = 552500€2.
o

Var. Intra + Var. Inter = Moy. des variances + Var. des moyennes
= 521250 + 31250 = 552500€>.

e Peut-on dire que la caractéristique H/F influence le salaire ? Si
tel est le cas, la variance des moyennes est forte relativelement a
la variance totale des salaires. Or,

31250

= ~5 Y%
52500 5.66%.

Var. Inter
Var(zx)

@ 5.66% de la variance est expliquée par I’hétérogénéité des
moyennes (H/F) ce qui est relativement faible. Par conséquent,
les salaires de cette entreprise ne sont que peu influencés par leq g2
sexe.



Caractéris

thi

Complement I : Comparaison de s

soit z la série statistique de 4 produits en Francs : 100F, 200F,
300F et 400F.

@ soit y la série statistique des 4 produits en € :15€, 30€,45€,60€.

Intuitivement, ces deux séries sont dispersées de la méme
maniere. Or,

o, =111.8F et o, =16.8€.
@ Conclusion : pour comparer les deux séries qui ne sont pas dans

la méme unité, il faut transformer les caractéristiques de
dispersion.

@ Coefficient de variation : = cest le % de variation par

rapport a la moyenne, sans unité.

1.8 r, 168
To o 20 045 ot 28~ 221045, 163
z 250 Y 37.5

Caractéristique: lispersion

Comparaison de séries statistiques et synthése

Caractéris

nthése

araison de séries (2)

D’autres indicateurs de comparaison de séries statistiques :

e Coefficient de dispersion :

Q3 - Q1

Dy — Dy

Me

Me

e Rapport interquartile ou rapport interdécile :

Qs
@

Caractéris

Comparaison de séries statistiques et synthése

dispersion

164

Complement II : la boite & moustaches (1)

e aussi appelée box plot ou diagramme
de Tukey. 0,
» moyen rapide de visualiser des :
caractéristiques centrale et de o
dispersion d'une série quantitative.
e principalement utilisée pour Me
comparer un meéme caractere a

pour plusieurs populations.
e basée sur le calcul de Dy, @1, Me, Q3
et Dg‘

168

Caractéristique: lispersion

Comparaison de séries statistiques et synthése

Complement II : la boite & moustaches (2)

Etude sur le niveau de vie des ménages en euros par CSP (personne
de référence) en 2010. Application : complétez le graphique suivant
avec les revenus des agriculteurs ...

50000
L

sachant que pour les
agriculteurs

o Dy = 6040 5
o Q1=11135 5 il
o Me = 18010 E T
o Q5= 27140 - 1 E E
o Dy = 39010 - -~ -

T T T T T
agriculteurs cadres  profint  employes  ouvriers

20000 30000 40000
L L L

10000
I
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Complement II : la boite & moustaches (2)

Etude sur le niveau de vie des ménages en euros par CSP (personne
de référence) en 2010. Application : complétez le graphique suivant

avec les revenus des agriculteurs ...

sachant que pour les :

agriculteurs g
e Dy = 6040 .
e (Q1=11135 s
s Me = 18010 g
o Q3 = 27140 ;|
o Dy =39010 -

==

Introduction

T
agriculteurs

T
cadres

T T T
profint  employes ~ ouvriers
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Caractéristiques de concentration

e Elles sont utilisées pour mesurer (essentiellement) la
répartition de la masse salariale. La répartition de la masse
salariale se situe entre les deux cas extrémes suivants

s Répartition des salaires parfaitement équitables : un certain
pourcentage de salariés regoit le méme pourcentage de la
masse salariale. On dit que la concentration est nulle.

s Un seul salarié regoit toute la masse salariale (et les autres
rien). On dit que la concentration est mazimale.

e Trois indicateurs pour quantifier la concentration

@ courbe de Lorentz
@ Indice de Gini
@ Mdédiale.

171



Gi (en %)

40

Courbe de Lorentz

Courbe de Lorentz

le concentration

Courbe de L z

Courbe de Lorentz

On étudie les salaires de 50 employés d'une entreprise. On étudie les salaires de 50 employés d’une entreprise.
z; (en €) ¢ n; | fi F; z; (en €) ¢ n; | fi F; n;c; 9i G,
[600,1200[ | 900 15 | 30% 30 % [600,1200[ | 900 15 | 30% 30 % || 13500 | 19.1% | 19.1%
[1200, 1800[ | 1500 | 25 | 50% 80% [1200, 1800[ | 1500 | 25 | 50% 30% 37500 | 53.2% | 72.3%
[1800,2100[ | 1950 | 10 | 20% 100% [1800,2100[ | 1950 | 10 | 20% 100% || 19500 | 27.7% | 100%
Total X 50 | 100% | x Total X 50 | 100% | x 70500 | 100% | x

@ on calcule la masse salariale = ,

@ on calcule le % de la masse salariale 7 ainsi que les fréquences

cumulées .
(2]

172 174
ristiques de concentration ) stiques de concentration
Courbe de Lorentz Courbe de Lorentz
Courbe de Lorentz Courbe de Lorentz (2)
On étudie les salaires de 50 employés d’une entreprise. o

2; (en €) ¢ n; | fi F; n;iC; gi G; R g

[600,1200[ | 900 | 15 | 30% | 30 % | 13500 | 19.1% | 19.1% g

[1200, 1800[ | 1500 | 25 | 50% 80% 37500 | 53.2% | 72.3% :% -

[1800,2100[ | 1950 | 10 | 20% 100% || 19500 | 27.7% | 100% A

Total X 50 | 100% | x 70500 | 100% | x N

T T
0 20 40 60 80 100

La courbe de Lorentz est obtenue en faisant correspondre a la Fi(en %)

fréquence cumulée F; a la fréquence cumulée G; de la masse salariale.

@ droite rouge = répartition parfaitement équitable.

@ Plus la courbe de Lorentz est ¢loignée de la droite rouge et
175 plus la concentration est forte (répartition de moins en moirgs76
équitable).

Caractéristiques de concentration Caractéristiques de concentration

Indice de Gini Médiale

Indice de Gini Médiale

80 100

60

20

7; (en €) ci n | fi F nici | gi G
[600, 1200[ 900 15 | 30% 30 % 13500 | 19.1% | 19.1%
[1200, 1800[ | 1500 | 25 | 50% 80% 37500 | 53.2% | 72.3%
[1800,2100[ | 1950 | 10 | 20% 100% || 19500 | 27.7% | 100%
Total X 50 | 100% | x 70500 | 100% | x

Soit S la surface orange.
s @ La médiale est la médiane de la série masse associée. Dans
1Gini = S5 Demicearre = 25 €10,1] notre exemple

20 40 60 80 100
Fi (en %)
@ Plus Igin; est proche de 0 |, plus la concentration est faible
(proche de équirépartition).

o Dans notre cas, I¢in; = 14% (on ne cherchera pas & calculer

Pindice) 177 178



Médiale

Médiale

7; (en €) ci ni | fi F, nici | gi G
=

[600,1200[ | 900 | 15 | 30% 30 % || 13500 | 19.1% | 19.1%
[1200, 1800[ | 1500 | 25 | 50% | 80% 37500 | 53.2% | 72.3%
[1800,2100[ | 1950 | 10 | 20% 100% || 19500 | 27.7% | 100%

Total X 50 | 100% | x 70500 | 100% | x

@ La médiale est la médiane de la série masse associée. Dans
notre exemple

1 50% —19.1%
Médiale = 1200 + 3% —191% X (1800 — 1200) ~ 1548€.
Les salariés recevant moins de 1548 €représentent 50% de la
masse salariale.
@ Mesure de concentration :
_ Médiale — Me
" Etendue
A petit = faible concentration, A grand= grande concentration 80
Ici, on peut vérifier que A = (1548 — 1440)/(2100 — 600) ~ 7.2%.



@ Autour des tableaux de contingence
e Définition
e Distributions conditionnelles
e Relations entre les différentes fréquences
e Moyennes et Variances conditionnelles

Chapitre 3. Les distributions a deux variables J

© Etude de la liaison entre deux variables

@ Mesure de la dépendance entre deux variables
@ Définition de I'indépendance totale
@ Définition de la dépendance totale
@ x? et coefficient de Cramer

@ Mesure de la liaison fonctionnelle
@ Courbes de régression
@ Rapport de corrélation
@ Régression linéaire
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tableaux de contingence s tableaux de contingence

Définition Définition

Tableau de contingence (2)

Tableau de contingence

X=Age \ Y=Salaire | [800,1000[ [1000,1200[ | Total
e = tableau statistique permettant de présenter deux séries G=1 G =2
statistiques simultanément et de maniere croisée. 120,22[ (i=1) 14 6 20
e exemple : dans une entreprise de 200 salariés, on étudie les [22,24[ (i =2 28 46 74
variables X =age et Y =salaires. (24,260 (i =3) 20 86 106
Total 62 138 200
X=Age \ Y=Salaire | [800,1000[ [1000,1200[ | Total
G=1 (=2 @ { désigne 'indice d’une ligne et j désigne 'indice d’une colonne .
[20,22[ (i=1) 14 6 20 ° désigne 1" effectif partiel .
[22,24] (i=2) 28 46 74 Exemple : n15 = 6 salariés sont agés entre 20 et 22 ans et ont
[24,26] i =3) 20 86 106 un salaire compris entre 1000 et 1200 €.
Total 62 138 200 @ on note I’ effectif marginal de X (eff. total en lignes)

R

e X et Y sont des variables continues (regroupées en classes) effectif marginal de Y (effectif total en colonnes).

o On note I le nombre de modalités de X (ici [ =3)et J le Exemple : np, =74 salariés sont agés entre 22 et 24 ans;
nombre de modalités de Y (ici J =2) 183 ne1 = 62 salariés ont un salaire ente 800 et 1000€.

184

correspond a 'effectif total.

es tableaux de contingence es tableaux de contingence

m Dé on

Fréquences partielles et marginales

Tableau de contingence (3)

X=Age \ Y=Salaire | [800, 1000[ [1000,1200[ | Total A\Les fréquences sont notées entre parentheses.
G=1 G=2 X=Age \ Y=Salaire | [800,1000[ [1000, 1200[ Total
[20,22[ (i=1) 14 6 20 (G =1) G=2)
[22,24] =2 28 46 74 [20,22[ i=1) 14 (7 %) 6 (3 %) 20 (10 %)
[24,26[ (i =3) 20 86 106 [22,24] (i = 2) 28 (14 %) 46 (23 %) | 74 (37 %)
Total 62 138 200 [24,26[ (i = 3) 20 (10 %) 86 (43 %) | 106 ( 53 %)
Formules : Pour i =1,....,] et pour j=1,...,.J Total 62 (31 %) 138 (69 %) | 200 (100%)

] désigne la fréquence partielle .
Exemple : fio = 3% des salariés sont agés entre 20 et 22 ans et

ont un salaire compris entre 1000 et 1200 €.

@ on note la fréquence marginale de X (fréq. totale en
Nie= ) N
’ = K lignes) et la fréquence marginale de Y (fréq. totale en
I 7 1 J colonmnes).
N = Nee = Z Nje = Z Nej = Z Z MNij 185 Exemple : foo =37% des salariés sont agés entre 22 et 24 ans;{1 86
=1 j=1 =1 j=1

fo1 =31% des individus ont un salaire ente 800 et 1000€.




Autour ¢ Autour

Définition Définition

Fréquences partielles et marginales (2) Fréquences partielles et marginales (3)

X=Age \ Y=Salaire | [800,1000[  [1000, 1200[ Total X=Age \ Y=Salaire | [800,1000[  [1000, 1200[ Total
G=1 (G =2) G=1) (G =2)
120,22 i = 1) 14 (7%) 6 (3%) | 20 (10%) [20,22[ =D 14 (7%) 6 (3%) | 20 (10%)
[22,24] (i=2) 28 (14%) 46 (23%) | 74 (37%) [22,24] (i=2) 28 (14%) 46 (23%) | 74 (37%)
[24,26[ (i =3) 20 (10%) 86 (43%) | 106 (53%) [24,26[ (i=3) 20 (10%) 86 (43%) | 106 (53%)
Total 62 (31%) 138 (69%) | 200 (100%) Total 62 (31%) 138 (69%) | 200 (100%)
Formules : Pour i =1,....] et pour j =1,...,. J
@ La distribution marginale de X est représentée par la colonne
s “total” (fréquences bleues).
fij = — (ex:3%:—)
M 200 @ La distribution marginale de Y est représentée par la ligne
I L “total” (fréquences vertes).
ie i 74 q
fo= YN, (ex;37%:—:14%+23%) . o
noHn 4o 200 o Ce sont bien des distributions car lorsque 1'on somme les | f;,
I I oules |f; |, on obtient 100%.
i 62 °j |
fi= 2= (ex:31%:—:7%+14%+10% . o
n — n - 200 @ = puisqu’on a une distribution, on peut calculer tous les
i=1 =1 18 ‘ X 188
indicateurs du chapitre précédent.

Autour ¢ bleaux de contingence Autour
.

leaux de contingence

Distributions conditionnelles Distributic onditionnelles

Généralités Fréquences conditionnelles de X sachant Y
X=Age \ Y=Salaire [800, 1000[ [1000, 1200[ Total
G=1 G=2)

o Une distribution conditionnelle est une distribution [20,22[ i =1) 14 (22.6 ?) 6 ( 4'3‘(7:07) 20
statistique obtenue en restreignant la population a un gi’ gz{ El - 23; ;g E gg; C;B; :(? (( g;j (;’)) 17;
‘s L s 7= 2% 4% >
événement particulier ‘(urlle cllasse par exemple). Total 62 (100%) 138 (100%) 200

o J=2=ilya deux distributions conditionnelles de X par
rapport & Y. @ On calcule les fréquences des ages en se restreignant a la

© la distribution de X sachant Y € [800, 1000[ sous-population des individus ayant un salaire entre 800 et
® la distribution dé Y ksaclhant Ve [1006 1200'[ 1000 €, puis & la sous-population des individus ayant un salaire

K . . ) . entre 1000 et 1200 € .
o I =3=ilya trois distributions conditionnelles de Y par .
rapport & X @ Les fréquences conditionnelles sont en général notées
@ la distribution de Y sachant X € [20,22[. o Interprétation :
@ la distribution de Y sachant X € [22,24[.

1stributy s 22.6% des employés ayant un salaire entre 800 et
@ la distribution de Y sachant X € [24, 26][.

1000 €sont agés entre 20 et 22 ans.
189 s Parmi les employés ayant un salaire entre 1000 et 1200 €,1 90
62.4% d’entre eux sont agés entre 24 et 26 ans.

bleaux de contingence Autour leaux de contingence

s conditionnelles Distr tions conditionnelles

Fréquences conditionnelles de X sachant Y (2) Fréquences conditionnelles de Y sachant X

X=Age \ Y=Salaire [800, 1000[ [1000, 1200[ Total
X=Age \ Y=Salaire [800, 1000[ [1000,1200[ | Total g=1 G=2
G=1 G=2 [20,22[ (i = 1) 4 (70 %) 6 (30 %) | 20100%
[20,22[ i = 1) 14 (22.6% 6 (4.3%) 20 [22,24] (i =2) 28 (37.8 %) 46 (62.2 %) | 74100%
[22,24] (i =2) 2 (45.2%) 46 (33.3%) | T4 [24,26[ (i =3) 20 (18.9%) 86 (81.1%) | 106 100%
[24,26] (i = 3) 20 (32.2%) 86 (62.4%) | 106 Total 62 138 200
Total 62 (100%) 133 (100%) | 200
Formules : Pour i =1,...,1 et pour j =1,..... J @ Ces fréquences conditionnelles sont en général notées
ny 14 ® Interprétation :
f = (exzzz.s%:,) , , ‘
v Naj 62 s 70% des employés agés entre 20 et 22 ans ont un salaire

compris entre 800 et 1000 €.
s Parmi les employés agés entre 22 et 24 ans, 62.2% d’entre
191 eux ont un salaire compris entre 1000 et 1200 €. 192



Autour ¢ ableaux de contingence

Distributions conditionnelles

Fréquences conditionnelles de Y s

Autour des tableaux de contingence

Relations entre les différentes fréquences

Quelques formules

X=Age \ Y=Salaire [800, 1000[ [1000, 1200[ Total
G=1 G=2
14 (70%) 6 (30%) 20 100%
[22,24] (i =2) 28 (37.8%) 46 (62.2%) | 74 100%
[24, 26] (i = 3) 20 (18.9%) 86 (81.1%) | 106 100%
Total 62 138 200

[20,22[ (i =1)

Formules : Pour i =1,....,] et pour j=1,...,J

Mg . 6
Jiti = o (ez :30% = %)

193

Autour des tabl de contingence

itionnelles

X=Age \ Y=Salaire | [800,1000[  [1000,1200[ | Total

G=D G=2
[20,22[ (i=1) 14 6 20
[22,24] i =2) 28 46 74
[24,26[ i=3) 20 86 106
Total 62 138 200

Concentrons-nous sur la variable X : on notera 1 (ou Zjye[s00,1000[)
et To (ou Zjye[1000,12001) les deux moy. cond. de X sachant Y :

o La moyenne de X= la moyenne des moyennes conditionnelles
J

Z TL.]‘E]‘.

=

X =

I | =

e Vérification :
s En utilisant la distribution marginale : 7 ~ 23.86 ans .
s En utilisant les fréq. conditionnelles, 7; ~ 23.19 ans et
To ~24.16 ans .

02><23.192+0(1J$b><24.16 ~23.86 ans. 195

s En combinant

a liaison entre deux variables

Mesure de la dépendance entre deux variables

Généralités

Il y a deux extrémes du niveau de liaison entre deux variables
(quelles que soient la ou les natures des variables) :

e 1" indépendance totale (ou liaison nulle).
e la dépendance totale (ou liaison fonctionnelle).

Le but de cette section est de mesurer la dépendance, et de
quantifier en particulier le niveau de proximité par rapport aux
deux cas précédents.

197

Rappelons que
Mg Tej i

fij = o foj = o faj = n_.]

De la méme fagon on peut obtenir

Ji = fjii X fie

194

Autour des tableaux de contingence

Moyennes et ces conditionnelles

Décomposition de la variance

e Notons Var;(X) les variances conditionnelles de X sachant Y.
Rappelons la formule de décomposition de la variance (qui peut
s’exprimer en fonction des variances conditionnelles) :

J J
1 1 _
Var(X) = — Z nej Varj(X) + P Z e (T — z)?

nia3 =1

variance intra variance inter

@ La vérification sur U'exemple considéré est laissée en exercice.

@ Des résultats tout a fait similaires sont bien évidemment valables
pour la variable Y (Anotez que ceci est possible car Y est
quantitative).

196

ison entre deux variables

Mesure de la dépendance entre deux var:

Définition

@ La variable Y est totalement indépendante de la variable X si
les variations de X n’entrainent pas de variations de Y.

@ La variable X est totalement indépendante de la variable Y si

les variations de Y n’entrainent pas de variations de X.

4

Théoréme

@ Y est totalement indépendante de X si et seulement si

(c-a~d les fréquences conditionnelles ne dépendent pas des lignes
du tableau de contingence et sont égales aux fréquences
marginales).

@ X est totalement indépendante de Y si et seulement si

© L’indépendance est réciproque . 198




son entre deux variables

Mesure de la dépendance entre deux les

Indépendance et tableau de contingence

Théoreme

Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si

Nje X N,
fij = fio X faj = ngj = ———L

n

Corollaire

| A

Un tableau de contingence est associé a deux variables X et Y
indépendantes si et seulement si les lignes (resp. colonnes) sont
proportionnelles entre elles.

A\,

Exemple : tableau associé a deux var. indépendantes
XY |y 3 gy | Total On peut par exemple vérifier que
Ty 2 4 12 18
m |4 8 24| 36 M. Xy 36X36 199
Total | 6 12 36 54 n 54

a liaison entre deux variables

Mesure de la dépendance entre deux variables

ison entre deux variables

Mesure de la dépendance entre deux var

Dépendance totale

@ Y est totalement dépendante de X (ou
fonctionnellement liée & X)) si & chaque valeur z; de X
correspond une unique valeur y; de Y, autrement dit si
chaque ligne du tableau de contingence ne contient qu'un
seul effectif n; non nul.

@ X est totalement dépendante de Y (ou
fonctionnellement liée & Y') si & chaque valeur y; de Y’
correspond une unique valeur z; de X, autrement dit si
chaque colonne du tableau de contingence ne contient
qu’'un seul effectif n;; non nul.

@ A\La dépendance totale n’est pas une notion réciproque

200

Etude de la liaison entre deux variables

Mesure de la dépendance entre deux variables

Application a la notion de dépendance

Exemple 1 :

Xz‘y ?/21 yoz = Y est totalement
. 1 0 dépendante de X etla
Z 0 1 réciproque est fausse .
Exemple 2 :

XY |y p oy
a1 2 0 0
) 0o 1 4

= X est totalement
dépendante de Y etla
réciproque est fausse .

Exemple 3 :

XY |y w» = X est totalement
it 2 0 dépendante de Y et la 201
T 0 1 réciproque est vraie .

a liaison entre deux variables

Mesure de la dépendance entre deux variables

x? et Coefficient de Cramer

Le x? est un nombre mesurant Pécart entre la situation observée et la
situation si les variables avaient été théoriquement indépendantes .

Méthodologie :

@ construction du tableau de contingence sous hypothese
d’indépendance, c-a-d calcul des

Nie X Nej

@ on calcule ensuite

I J (n”_nzj
X= 202

Etude de la liaison entre deux variables

Mesure de la dépendance entre deux variables

x? et Coefficient de Cramer (2)

0<x? <y =nxmin(l —1,J —1).

La quantité y2 . est la valeur du y? si la dépendance entre X et Y
était totale et réciproque.

Définition

Le coefficient de Cramer C € [0, 1] est défini par

@ Si C est proche de 0 alors les variables X et Y sont presque
indépendantes .

@ Si C est proche de 1, alors les variables X et Y sont fortement li¢es (pas
nécessairement liées fonctionnellement)

® Le C de Cramer peut étre calculé pour n’importe quel type de variables )203
et Y.

x? et Coefficient de Cramer (3)

X=Age \ Y=Salairc | [300, 1000] [1000,1200] | Total
G=1 G=2)
[20,22[ (i = 1) 4 (6.2) 6 (13.80) | 20
122,24 (i =2) 28 (122.94) 46 (51.06) | 74
[24,26[ G = 3) 20 (32.86) 86 (73.14) | 106
Total 62 138 200

@ calcul des effectifs théoriques 7/ ;-
Exemple : nj, = 2X0e2 = 138x100 ~ 73 14,

200
© Calcul du y?

o (14-62)% (6-138) (86 — 73.14)%

~23.13.
62 T B3 Tt T B 313
@ x2 . =200Xxmin(3—1,2-1)=200x 1 =200.
Q@ C = /%t ~ 34% (dépendance modérée). 208



on entre de

Mesure de la dépendance entre deux var: s

x? et Coefficient de Cramer (4)

1 entre deux var

Mesure de la liaison fonctionnelle

Généralités

Quels sont les couples (z;, %) qui contribuent le plus au x2?

Réponse : il suffit de calculer pour chaque case le rapport

(nij—n;j)’
ngj
/\/2
X=Age \ Y=Salaire [800, 1000[ [1000,1200[ | Total

G=1 G=2
14 (42.4%) 6 (19.1%) 20
[22,24[ (i=2) 28 (4.8%) 46 (2.2%) | T4
[24,26[ (i = 3) 20 (21.8%) 86 (9.8%) | 106
Total 62 138 200

o Exemple lére case : ((6.2 — 14)2/6.2)/23.13 =~ 42.4%.

@ La case des individus les plus jeunes et touchant le plus bas 209
salaires s’écarte le plus de I'hypothése d’indépendance.

[20,22[ (i = 1)

variables

Mesure de la liaison fonctionnelle

Exemple et définition

e pour savoir si X et Y sont liées fonctionnellement, on trace
le nuage de points (z;, y;)-

e = section valable uniquement pour X et Y quantitatives.

e = il faut disposer des données brutes, autrement dit
chaque couple (z;, y;) est observée une et une seule fois.
Autrement dit, la table de contingence correspondante ne
contient que des 0 ou 1.

e On trace alors le nuage de points (23, ;) et on essaie
d’estimer la fonction de lien éventuelle.

210

leux variables

Mesure de la liaison fonctionnelle

Propriétés

< 4
© ®Cxjy
X ‘ Y |1 2 3| Total > o - o e 0 e
1 1 0 1 2 oCyx
2 0 1 0 - . o .
3 1 1 0 2
Total [2 2 1] 5 ST

© la courbe de régression de YV en X est obtenue en faisant
correspondre a chaque valeur de z; de X la moy. conditionnelle
de Y sachant X = ;. Cette courbe est notée Cy ) x .

@ la courbe de régression de X en Y est obtenue en faisant
correspondre a chaque valeur de y; de Y la moy. conditionnell? 113
de X sachant Y = y;. Cette courbe est notée Cx,y .

variables

Théoreme

e Si X et Y sont deux variables indépendantes alors Cy/x
est parallele a I’axe des abscisses et la courbe Cx,y est
parallele & I’axe des ordonnées ( Aréciproque fausse).

e Si aucun point ne s’écarte de Cy,x , Y totalement
dépendante de X (Y = f(X) ).

o Si aucun point ne s’écarte de Cx;y , X totalement
dépendante de Y ( X = f(Y) ).

214

leux variables

Mesure de la liaison fonctionnelle

Concept basé sur la formule de décomposition de la variance

‘ Var. Totale = Var(moy. cond.) + Moy(Var. Cond.) ‘

Définition

@ Le rapport de corrélation de Y en X est défini par

, _ Var(moy. cond. deY|X) 13 nie(Y; = Y)?
Tyix = Var(Y) - Var(Y)

@ Le rapport de corrélation de X en Y est défini par

5 _ Var(moy. cond. deX|Y) _ 13 nei(X; - X)?
Txiy Var(X) Var(X)

8 0<ny <1 et 0<n%,, <1

o Plus 5% est élevé (resp. faible ) et plus la liaison fonctionnelle
est forte (resp. faible ) 15

Mesure de la liaison fonctionnelle

X=Age \ Y=Salaire | [800,1000[ [1000,1200[ | Total
G=1 G=2)
[20,22[ (i=1) 14 6 20
[22,24] (i =2) 28 46 74
[24,26] (i =3) 20 86 106
Total 62 138 200

Démarche pour calculer le rapport de corrélation de X en Y :

o calcul des moyenne et variance marginale de X : 7 ~ 23.86
(ans) et Var(X)=1.78 (ans?).

@ calcul des moyennes conditionnelles de X sachant Y € [800, 1000[
et de X sachant Y €[1000,1200[ : 7, ~23.19 (ans) et
Ty ~24.16 (ans).

@ calcul de la variance interpopulation (var. moy. cond.)

62 x (23.19 — 23.86)7 + 138 x (24.16 — 23.86)°

=~ ().20 (¢ *2,
200 0.20 (ans®).

Var.Inter =

o By = P2 = 112% 219
(11.2 % de la variance de X est expliquée par la variable Y).



n entre deux on entre de

re de la li; n fonctionnelle

Coefficient de corrélation linéaire

Mesure de la liaison fonctionnelle

Régression linéaire

. . . PSR r=1,...,n e ints. Ce coefficient es
Si le nuage de points observé est "presque” linéaire, il y a de Soit, (z;, ;) pour i n un nuage de points. Ce coefficient est

220

. . DT défini par
fortes chances que la liaison entre X et Y soit linéaire (et que Cint par Con X v
celle de Y & X soit lindaire). po GV
. . . Ox0y
@ Exemple : imaginons observer le nuage suivant : ol
1< _ o
. Cov(X,Y) =~ Y@~ D)y — P =7 - T xT.
o °® nig
_ L]
® ® Si r est proche de 1ou-1, X et Y sont (certainement) liées
© - linéairement.
> . ° = On peut suspecter une liaison
<+ - o o linéaire. Pour mesure ceci on @ Si 7 >0 la pente de la droite est > 0. Si 7 <0, la pente de la
utilise le coefficient de corrélation droite est < 0.
~ 4 o
° linéaire. @ Si r est proche de 0, l'ajustement linéaire n’est pas acceptable
© (Ace qui ne signifie pas que X et Y ne puissent pas étre liées

par une fonction).
221

eux variables

Mesure de la liaison fonctionnelle

Méthode des moindres carrés

Si le coefficient r est jugé acceptable, on peut tenter d’estimer la
droite de régression (de Y en X) en utilisant la méthode des
moindres carrés

on se donne une droite
d’équation y = ax + b, la MMC
consiste & minimiser la somme
des écarts rouges au carré.

X
Autrement dit, on va chercher le minimum en a et b de la fonction

flaby= ) (g = az, = b)?
i=1

n entre deux variables

Mesure de la liaison fonctionnelle

Exemple d’application

222

o 72 est appelé coefficient de détermination (0 < r? <1).

Mesure de la liaison fonctionnelle

Solutions au probleme

La droite de ré

x variables

e ...de Y en X a pour équation y =ax +b avec

a =

Var(X)

— Cou(X,Y)

et b=y—-"azx.

e ...de X en Y a pour équation x =’y +1 avec

_,_ Cou(X,Y)
C = V()

et b =

z-1a7.

@ les deux droites de régression passent par le point (z,7).

@ On peut remarquer que

axa

a X

Mesure de la liaison fonctionnelle

Exemple d’application (2)

Cov(X,Y)?
Var(X) Var(Y)) —

223

on entre deux variables

Le tableau suivant présente les dépenses (dep) des ménages et PIB
(pib) en milliards d’euros pour les 4 trimestres de 2011 et 2012.
Peut-on expliquer I’évolution du PIB en fonction des dépenses ?

dep | 278.1 276.8 2787 279.6
pib | 496.5 498.1 501.2 504.4

282.4
505.9

281.5 2822 2829
506.7  509.3  509.9

Démarche

@ Calculez dep, pib, Var(dep) et Var(pib)
‘dep = 280.28 (M e), pib =~ 504 (Me), Var(dep) = 4.54 (M e)?, Var(pib) ~ 21.61 (M e)?

@ Calcul intermédiaire

— 1
dep X pib = S(278 X 496 +... + 283 x 510) = 141267.8 (Me).

@ Calcul de la covariance

Couv(dep, pib) = dep X pib —dep x pib ~ 9.25 (M e)?.

@ Calcul du coefficient de corrélation linéaire

dep | 278.1 276.8 278.7 279.6 2824 281.5 2822 2829
pib | 496.5 4981 501.2 5044 5059 506.7 509.3 509.9
. o

©

g -

o

-1 o

3 | ° . .

2 B = L’ajustement linéaire semble

N ° adéquat et pertinent.

o

8 -
—Ho

§ T

277 278 279 280 281 282 283

dep

224

9.25
R= 0 ~ 93.38% (ajustement linéaire trés pertinent)
V21.61 x4.54
@ Puisque 'ajustement linéaire est trés bon, calculons la droite de régression
—9.25 -
G= 2 2204 et b =504 — 2.04 % 280.28 ~ —67.77 (M e). 232




i

Mesure de la liaison fonctionnelle

aison entre de

Exemple d’application (3)

500 504 508

496

dep
pib

278.1
496.5 498.1

276.8

278.7
501.2

279.6 2824 2815 2822 2829
504.4 5059 506.7 509.3 509.9

277 278 279 280 281 282 283

dep

@ La droite de régression
pib = 2.04 X dep — 67.77.
passe par le point (dep, pib) .

@ Quelle estimation du PIB proposer pour
une dep =279 (M€)? =

pib = 2.04 x 279 — 67.77
=501.39 (Me).

235



Chapitre 4. Les séries chronologiques @ Présentation et analyse théorique des séries chronologiques
Jhapitre 4. Les series chronologiques o Cénéralités
@ Décomposition d'une série chronologique

@ Modélisation d'une série chronologique

© Estimation de la tendance et des variations saisonnieres
e Estimation de la tendance
o Estimaion des variations saisonnieres

© Série corrigée des variations saisonnieres et prédiction
e Série C.V.S.
@ Prédiction

236 237

\tation et analyse théorique des séries chronologiques entation et analyse théorique des séries chronologiques

néralités énéralités

Généralités Un premier exemple : tableaux

On s’intéresse ici au Chiffre d’Affaires trimestriel de 'entreprise
Biomérieux entre 2010 et 2012. Deux fagons équivalentes de
présenter ce jeu de données :

Une série chronologique (ou série temporelle) est une suite

. A ; t oy

d’observations numériques ordonnées dans le temps. 17306

2| 344

Exemples : 3| 333

e Consommation d’électricité mensuelle. 2010 | 2011 | 2012 4] 373

e Chiffre d’affaires trimestriel d’une entreprise. L} 306 | 327 362 5] 327

. II| 344 | 345 | 387 6 | 345

Notations : I | 333 | 347 | 382 7| 347

o la variable étudiée est notée y. IV | 373 | 406 | 437 8 | 406

AP B 9 | 362

o le temps est repéré par la lettre ¢, t=1,2,.... 10 | 387

o y(t) est la valeur de la série étudiée a l'instant ¢. 11 | 382
238 12 | 437 239

itation et analyse théorique des séries chronologiques >résentation et analyse théorique des séries chronologiques

éralités sition d’une série chronologique

Un premier exemple : représentation graphique Différentes composantes : L. la tendance

e En abscisse : le temps t.

@ En ordonnée : la variable y(1).

t ] y@®)
; ggg La tendance ou trend :
3] 333 traduit généralement
4| 373 Iévolution  générale du
5| 327 4 phénomene observé -
6 | 345 i (croissance, décroissance, =
T 347 s o / stagnation,...). Cest une
8 | 406 E \ o-g courbe (ici une droite)
9 | 362 o A o/ que Pon note 7'(1)
10 | 387 87 o\o/\ e (fonction de t).
11| 382 /e
12 | 437 g1°

2 4 6 8 10 1 1 240



on et analyse théori £ s chrono i S ’résenta alyse théorique des s s chronolo;

Décomposition d’une série chronologique ion d'une série chronologique

Différentes composantes : II les variations saisonnieres Différentes composantes : II les variations saisonnieres

Les variations saisonnieéres :

Les variations saisonniéres : .
ce sont des pics ou des creux

ce sont des pics ou des creux

qui se répetent de cycle en cycle.
Ici le cycle est de un an, c-a-d 4
trimestres. La fonction de

qui se répetent de cycle en cycle.
Ici le cycle est de un an, c-a-d 4
trimestres. La fonction de hd

450
|

saisonnalité so note S(1) : / saisonnalité se note S(t) :
o [] oA B
. N o B S() doit ét fonct
@ 5() doit étre une fonction g g o/ o (é)ri;(;i eurce une fonction g
périodique. Autrement / P aue
dit, si le cycle est de un an ° @ Les variations saisonnieres

et si les observations sont se compensent sur un
cycle. C’est le principe de

o conservation des aires :

350
I
~_ .
./
~__ .
o —
AN
o
\
°

» mensuelles :
S(t+12) = S(¢).

300
1

. . T T T T T T T : iolette = surface
s trimestrielles : surface violette = surface

S(t+4) = S(b). 2 4 6 8 10 12 1 orange pour tous les cycles.

ntation et analyse théorique des séries chronologiques Présentation et analyse théorique des séries chronologiques

mposition d’une série chronologique Modélisation d’une série chronologique

Différentes composantes : III les variations accidentelles Qu’est-ce que la modélisation ?

e Moddliser une série temporelle consiste a supposer qu’elle
est régie par une certaine fonction.

e En particulier, on supposera que y(t) = f(T(t), S(1)) , c-a~-d
fonction d’une certaine tendance et de variations
saisonnieres.

Ce sont des pics ou des creux
qui "cassent” la monotonie des
cycles. On les note &(t). Dans la
suite, on ne tiendra pas compte
de ces variations accidentelles.

400

y(t)

e Restriction du cours : ne seront considérés ici que

@ les modeles additifs.
@ les modeles multiplicatifs.

350

300

t 244 247

Présents et analyse théorique des séries chronologiques t analyse théorique des séries chronologiques

Modé on d’une série chronologique Modélisation d’une chronologique
Modele 1 : le modele additif Modele 2 : le modele multiplicatif
o Il est défini par o Il est défini par
y() = T(t) + S(1) | y(H) = T(H) x S(b) |
o Il est utilisé lorsque les flucutations/variations autour de o Il est utilisé lorsque les flucutations/variations autour de
la tendance sont constantes. la tendance sont croissantes ou décroissantes.
[Tol w g
| o~ o~
R 26 8 &
<7 AV © ©
e R e s o s o
[ . > / > B s 2
o o © ©
.7 o .-
° / IS IS
o Lo w o |
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10

12
‘ ‘ 248 ¢ ) 249



on et analyse théoriqu timation de la t.

Estimation de la tendance

Méthodologie générale

on d’une chronologique

Principe de conservation des aires

Soit p le nombre d’observations par cycle. On peut montrer que
ce principe est conservé

@ pour un modele additif si

P
! Z S(h)= 0.
P

@ pour un modele multiplicatif si

P
! Z S(h=1.
p t=1

250

imation de la tendance et des variations saisor

Estimation de la tendance

Moyennes mobiles

Plusieurs méthodes différentes pour estimer la tendance :

o Définir la tendance par la régression linéaire (ou régression
plus complexe) de y(t) en fonction du temps.
s Avantage : simple et rapide a calculer.
s Dis aux effets saisonniers, 'ajustement par une droite (ou
autre) n'est pas toujours adéquat (R? << 1).

o Utiliser une méthode plus locale appelée méthode des
moyennes mobiles que ’'on combine le plus souvent a
une régression linéaire (des moyennes mobiles en fonction
du temps).

o L’estimation de la tendance ne dépénd pas du modele
(additif, multiplicatif,...) envisagé.

253

stimation de la tendance et des variations saisor
Estimation de la tendance

Moyennes mobiles

La moyenne mobile d’ordre k& a l'instant ¢ correspond a la moyenne
pondérée de k + 1, si k est pair, ou k, si k est impair, observations
centrées autour de 'instant k. Cette série temporelle est notée Mj(t).

Premier cas : k=3

t t) | Ms(t
T 3%(6) s Démarche :
g gg; @ On calcule les moyennes
4| 373 successives de 3 observations.
5 327
; 345 @ La leére moy. étant centrée autour
7| 347 de l'instant ¢ = 2, celle-ci
8| 406 correspond a M;(2).
9| 362 P 3@
10 | 387 @ Par le calcul
el (306 + 344 + 333)/3 ~ 326.7.255
[

tendance et des variations saisor

Estimation de la tendance

Moyennes mobiles

La moyenne mobile d’ordre % a l'instant ¢ correspond a la moyenne
pondérée de k + 1, si k est pair, ou k, si k est impair, observations
centrées autour de 'instant k. Cette série temporelle est notée Mj(t).

Premier cas : k=3

y(@®) | M3(®)

¢
11306 X Démarche :
g gg; 261 ® On calcule les moyennes
4| 3713 successives de 3 observations.
5| 327
; 345 @ La leére moy. étant centrée autour
7| 347 de l'instant ¢ = 2, celle-ci
8| 406 correspond a M3(2).
9| 362 P 3@
10 | 387 @ Par le calcul
el (306 + 344 + 333)/3 = 326.7.256
‘

tendance et des variations saisor
Estimation de la tendance

Moyennes mobiles

La moyenne mobile d’ordre % a l'instant ¢ correspond a la moyenne
pondérée de k + 1, si k est pair, ou k, si k est impair, observations
centrées autour de 'instant k. Cette série temporelle est notée Mj(t).

Premier cas : k=3

t y@t) | Mst)

1 306 X

2| 344 326.7

3 | 333 350

4| 373 Démarche :

5| 327 .

6 345 @ On poursuit ...

7 347

8 406 (344 + 333 + 373)/3 = 350.
9 362
10 387
11 382
12 437 257

La moyenne mobile d’ordre % a l'instant ¢ correspond a la moyenne
pondérée de k + 1, si k est pair, ou k, si k est impair, observations
centrées autour de 'instant k. Cette série temporelle est notée Mj(t).

Premier cas : k=3

t yt) | Mzt)

| 306 x Démarche :

2| 344 | 326.7 .

3| 333 350 @ ...et pour t =11, on obtient

4| 373 | 3443

5 327 | 348.3 (387 + 382 +437)/3 = 402.
6| 345 | 339.7

7 347 366 .

;3 40é 3717 @ Autrement dit, pour tout

9 362 385 t=2,....,11
10 | 387 77 T
11 | 382 402 Ms(t) = 3 (y(t — D+ y(t) + y(t +§)2;;R
12 | 437 X




imation de 1

Estimation de la tendance

Moyennes mobiles

La moyenne mobile d’ordre k& & l'instant ¢ correspond a la moyenne
pondérée de k + 1, si k est pair, ou k, si k est impair, observations
centrées autour de 'instant k. Cette série temporelle est notée My (¢).

Second cas : k=4

T T o Démarche :

; ggi i e Moyenne des k = 4-éres=

3| 333 | 341.6 (306 + 344 + 333 + 373)/4 = 339.

4| 373 Moyenne centrée autour de l'instant t = 2.5.
; 3;15 @ La seconde moyenne donne

7| 347 (344 + 333 + 373 + 327)/4 ~ 344.2. Moyenne
8 | 406 centrée autour de l'instant t = 3.5.

9 362
10 | 387 @ = en faisant la moy. de ces deux résultats on
E .31213 obtient un représentant & l'instant ¢ = 259

(339 + 344.2)/2 = 341.6.

imation de la tendance et des variations saisor

Estimation de la tendance

timation de la t.

Estimation de la tendance

Moyennes mobiles

La moyenne mobile d’ordre %k & 'instant ¢ correspond & la moyenne
pondérée de k + 1, si k est pair, ou k, si k est impair, observations
centrées autour de 'instant k. Cette série temporelle est notée M (¢).

Second cas : k=4

Démarche : ... on poursuit avec le méme

t y(t) | Ma(t) raisonnement.

1 306 X .

2 | 344 X @ Moyenne des k = 4 avant-dernieres obs.=

3 333 | 341.6 (406 + 362 + 387 + 382)/4 ~ 384.2. Moyenne
4 373 344.4 4 2 —

5| 397 | 3469 centrée autour de linstant t = 9.5.

6 ;if :Z(z)é @ La seconde moyenne donne

i pEYE B . DY q q

8 | 406 370.2 (362 + 387 + 382 + 437)/4 ~ 392. Moyenne
9| 362 | 379.9 centrée autour de l'instant t = 10.5.
10 | 387 | 388.1 ) )
11 | 382 x @ = en faisant la moy. de ces deux result%een
12 | 437 X obtient un représentant a l'instant ¢ =

(384.2 +392)/2 = 388.1.

stimation de la tendance et des variations saisor

Estimation de la tendance

Moyennes mobiles

La moyenne mobile d’ordre %k & 'instant ¢ correspond & la moyenne
pondérée de k + 1, si k est pair, ou k, si k est impair, observations
centrées autour de 'instant k. Cette série temporelle est notée M (¢).

Second cas : k=4

Synthese :

t| oy | Ma(®) —

1 306 X @ My(t) ne peut donc pas étre calculée aux instants

2| 344 X t=1,2et t=1112.

i ;;; ;jii @ pour tout ¢ =3,...,10

5| 327 346.2 11

6 | 345 | 352.1 Mi(t) =5 (6 =2 +y(t = 1) + y(©) + y(6 + 1))

7| 347 | 360.6 1

8 | 406 | 370.2 + Z(y(t = 1)+ y(t) + y(t + 1) + y(t +2))

9| 362 | 379.9 4
10 | 387 388.1 _ y(t=2)/2+y(t —1)+y() + y(t + 1)+ y(t + 2)/?
11 | 382 x 4
| x 261

® My(t) est donc une moy. pondérée de 5 obs.

tendance et des variations

Estimation de la tendance

Estimation de la tendance

@ Si aucune liaison fonctionnelle entre M}, et le temps ne semble se
dégager, on définit la tendance T'(t) = My (t).

o Si une liaison (par exemple linéaire) se dégage, on estime cette
liaison et on estime 7'(t) grace a 'estimation de cette liaison.
L’avantage est de pouvoir définir une tendance & tout instant.

t| oy | M) Démarche :

1 306 X

2 | 344 X @ une relation linéaire entre My(t) et le temps ¢
3| 333 | 3416 pour t = 3,...,10 peut étre suspectée.

4| 373 344.4

5 | 327 | 346.2 @ & laide de la calculatrice le coeff. de corr. lin.
6 | 345 352.1 B

7| 307 | 3606 entre My et t vaut 97.7%.

8 | 406 | 370.2 e = ajustement linéaire excellent. On définit

9 | 362 379.9 N

10 | 387 | 388.1 T(t) par la droite de régression

11 | 382 X 263

12 | 437 X T(t) = 6.95t + 315.24.

Application et représentation graphique

D'un point de vue pratique ...

... l'ordre des moyennes mobiles correspond au nombre p
d’observations par cycle , c-a-d k = 4 dans le cas du C.A. de

Biomérieux.

t [y | Mah) = ()

1| 306 X o B M

2| 314 x 4 R
3| 333 | 3416

4| 373 | 3444 - ; /
5| 327 | 346.2 - S

6| 345 | 3521 = \\A~‘é\o

7| 347 | 360.6 ° A o/

8 | 406 | 370.2 s | / A

9 | 362 | 379.9 N

10 | 387 | 388.1 / °

11 | 382 x o |d

12 437 X 8 L T T T T T T T

tendance et des variations saisor

Estimation de la tendance

Estimation de la tendance

@ Si aucune liaison fonctionnelle entre M), et le temps ne semble se
dégager, on définit la tendance T'(t) = Mjy(%).

o Si une liason (par exemple linéaire) se dégage, on estime cette
liaison et on estime 7T'(f) grace a l'estimation de cette liaison.
L’avantage est de pouvoir définir une tendance & tout instant.

v [ MG | T | Démarche :
306 X 322.2

344 X 329.1
333 341.6 336.1
373 344.4 343
327 346.2 350
345 352.1 356.9
347 360.6 363.9
406 370.2 370.8
362 379.9 377.8
10 387 388.1 384.7
11 382 X 391.7
12 437 X 398.6

@ On part de la relation estimée

T(t) ~ 6.95¢t + 315.24.

@ et on l'applique aux instants ¢ =1,...,12.

@ Ainsi

© 00~ O U W N e

T(1)=6.95x1 + 315.24 = 322.264

T(12) =6.95 x 12 + 315.24 = 398.6.



tendance et des variations

Estimation de la tendance

Et graphiquement ...

Estimation de e nce et des variations
Estimaion des varia nnieres

Méthodologie générale

L’estimation des variations saisonnieres ...

L]yt | Ma(t) T(t) T y'(t)
1| 306 x | 322.2 g 1% g"(‘t‘)(‘)
2 | 344 x | 329.1 ~

3| 333 | 341.6 | 336.1

4| 373 | 3444 343 o

5| 327 | 346.2 350 = 2

6 | 345 | 352.1 | 356.9 =

7| 347 | 360.6 | 363.9

8 | 406 | 370.2 | 370.8 3

9 | 362 | 379.9 | 377.8 e

10 | 387 | 388.1 | 384.7

11 | 382 x | 3917 o

12 | 437 X | 398.6 [ — , , , , ‘ ‘

Estimation de ndance et des variations saison

Estimaion des variations sonniéres

Retour sur I'exemple . ..

@ se fait apres avoir estimé la tendance.

® est dépendante d'un modele envisagé : additif ou multiplicatif (dans ce
cours).

On suppose ci-dessous que p = 4 (4 observations par cycle).

Modele additif : y(t) = T'(t) + S(t) Modele multiplicatif : y(¢) = T'(¢) x S(t)

Calculer la fonction S(t) = y(t)— T'(1). Calculer la fonction S(t) = y(t)/T(1).

Périodiser la fonction S : définir p = 4 coefficients saisonniers
par exemple : S; = (S(1)+ S(5)+ S(9))/3

Principe de conservations des aires :

calculer S = (S +...+ S4)/4.
et définir les coefficients saisonniers modifiés S]’ pourj=1,...,4

§=8-5 9 =9/3 266

Estimation de endance et des variations saisor

Estimaion des variation: sonnieres

Retour sur I'exemple . ..

...en supposant un modele additif car les fluctuations de la série
autour de la tendance semblent constantes.

y [ Ms) [ T ] SO ][5 ]8]

6 x | 322.2 | -16.2
344 x | 329.1 14.9
3 341.6 | 336.1 -3.1
373 344.4 343 30
327 346.2 350 -23
352.1 | 356.9 | -11.9
347 360.6 | 363.9 | -16.9
406 370.2 | 370.8 35.2
362 379.9 | 377.8 | -15.8
387 388.1 | 384.7 2.3
x | 391.7 -9.7
X | 398.6 38.4

Q@ Etape 1:
Sty =y(t)y-T() .

—
OO WO U W N |
w
=
&

-
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Estimation de la tendance et des variations saisor

Estimaion des variations sonniéres

...en supposant un modele additif car les fluctuations de la série
autour de la tendance semblent constantes.

t| yt) | Ma(?) T(t) S(t) S 1S

1 306 X 322.2 | -16.2 -18.3

2 344 X 329.1 14.9 1.8

3| 333 | 3416 | 336.1 | -3.1 | -9.9

4| 373 | 3444 | 343 30 | 34.5 . — ()=

5| 327 | 346.2 350 -23 | -18.3 ® Etape L : S = y(») - T(®).
6| 345 | 352.1 | 356.9 | -11.9 1.8 @ Etape 2 : calcul des 5.

7| 347 | 360.6 | 3639 | -16.9 | -9.9 ox -

8| 406 | 3702 | 3708 | 35.2 | 34.5 :

9| 362 | 379.9 | 377.8 | -15.8 | -18.3 S1=(-16.2-23-15.8)/3
10 | 387 | 388.1 | 3847 | 2.3 1.8
11| 382 x | 3917 | -9.7 | -9.9
12 | 437 x | 398.6 | 38.4| 34.5
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Retour sur I'exemple . ..

...en supposant un modele additif car les fluctuations de la série
autour de la tendance semblent constantes.

t| oyt | Ma(d) T(t) S(t) Sj S

T | 306 x | 3222 | -16.2 | -18.3 | -20.3 | @ Etape 1:

2 | 344 x | 329.1 | 14.9 1.8 | -0.2 St = y(t) = T(t).

3| 333 | 341.6 | 3361 | -3.1 | -9.9 | -11.9

4 | 373 344.4 343 30 34.5 32.5 | @ Etape 2 : calcul des Sj~
5| 327 | 3462 | 350 | -23 | -18.3 | -20.3 -

6| 345 | 352.1 | 356.9 | -11.9 1.8 | -0.2 | @ Etape 3 : calcul de § et
7| 347 | 360.6 | 363.9 | -16.9 | -9.9 | -11.9 de S’

8 | 406 | 370.2 | 370.8 | 35.2 | 34.5 | 32.5 J

9| 362 | 379.9 | 377.8 | -15.8 | -18.3 | -20.3 _
10 | 387 | 388.1 | 384.7 2.3 1.8 | -0.2 S =(S1+...+8)/4=~2
11| 382 x | 3917 | -9.7 | -9.9 | -11.9 o _
12 | 437 x | 398.6 | 38.4 | 345 | 32.5 S =5-98
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® La série corrigée des variations saisonniéres est une série temporelle
permettant de pouvoir comparer les valeurs numériques de la série initiale
indépendamment des fluctuations saisonnieres. Cette série est notée y*(t).

@ La définition dépend du modéle choisi :
@ modele additif : y*(¢) = y(1) — S]’.
@ modele multiplicatif : y*(#) = ;l/(t)/Sj'.

Exemple de calcul sur Pexemple :  y*(1) = 306 — (-20.3) = 326.3

(v [ TO [ 5] v®

1| 306 326.3

2| 344 344.2 CER
3| 333 344.9 2

4| 373 340.5

5 | 327 347.3 _ 8-

6 | 345 345.2 =

7| 347 358.9 = /
8 | 406 373.5 87 s
9| 362 382.3 </
10 | 387 387.2 g°
11 | 382 393.9 ‘2
12 | 437 404.5




Prédiction

o L’intérét de la modélisation est qu’elle peut étre utilisée
pour faire des prédictions.

e Probléme : prédire les C.A. de Biomérieux pour les deux
premiers trimestres de 2013.

Méthodologie

@ on cherche 7(13) et y(14)

@ Utiliser la droite de régression pour estimer 7'(13) et
T(14).

@ Utiliser les coeff. saisonniers associés aux trimestres a
prédire : ici S| et Sj.

@ On combine le tout

Y(13) =T(13) + Sy ~ 6.95 x 13 + 315.24 — 20.3 ~ 385.3 (M<€)

Prédiction

Représentation graphique des valeurs prédites

y(t)

350
|

300
1

Y(14) =T(14) + S5 ~ 6.95 X 14 + 315.24 — 0.2 ~ 412.3 (M €Q7

Prédiction

Représentation graphique des valeurs prédites

7(13) ~ 385.3 (M€)

F(14) = 412.3 (M€)
3
<
que l'on peut comparer aux
S vraies valeurs observées
= <~
y(13) =358.9 (M<€)
8 y(14) =395.1 (M€)
o montrant les limites de la
s

T T T T T T — modélisation qui ne prend
2 4 6 8 10 12 14 peut-étre pas en compte des
t effets conjoncturels. 27

7

450
|

400
|

7(13) ~ 385.3 (M€)
7(14) ~ 412.3 (M€)

276



Chapitre 5. Indices élémentaires et synthétiques J

@ Indices élémentaires
e Définitions générales
e Propriétés

© Indices synthétiques
e Définitions et objectifs
@ Indices de Laspeyres, Paasche et Fisher

278 279

s élémentaires élémentaire;

0«
Définitions

Définitions générales

Objectif et Notations

L’indice élémentaire d’une grandeur V & la date ¢ base 100 a la
date 0 est

1/
Iyo = Lo = 7:) x 100,

Comparer des grandeurs numériques qui évoluent au cours
du temps et/ou de ’espace.

Exemple : Quel est I'indice du prix base 100 en 2010 d’un

Notations : produit valant 250 € en 2010 et 300 € en 20127
o V; est la valeur de la grandeur étudiée au temps ¢ (¢ est la
date courante ). Réponse :
o Vp est la valeur de la grandeur étudiée au temps 0 (0 est la p 0
ate de référence p _ 112 — —
date de référence ). Tiopg = Pro x 100 = 550 % 100 = 120.
280 282

s élémentaires

Définitions générales

Comment interpréter la valeur d’un indice ? Circularité ou transférabilité

Si une grandeur numériques V' prend les valeurs Vp, Vi et Vy aux
instants 0, ¢, ¢’ alors

Soit I/ 'indice élémentaire d’une valeur V a la date ¢ base 100 1
N . — Lo = Iepp X Iyjo X ——
a la date 0 et soit | A = Iy — 100 100
o A>0 & lavalewr V a augmenté de A% de la date 0 & la Remarque :
date ¢. @ on peut connaitre I’évolution de 0 & ¢ connaissant les évolutions

e A<0 © lavaleur V a diminué de A% de la date 0 & la de 0 &t et de t' at. Pas besoin d’observer Vo, Vi et Vi

date t. @ cette propriété peut étre généralisée . ..

Retour sur exemple : Preuve : pour démontrer ce résultat, on part du terme de droite

IP =120 & le prix a augmenté de 20% de 2010 & 2012. _ ( Vi )()f/ ) !
12/10 Lyppr X Ippp X —— = X 1004 X X —
/ oy X deye X900 73 Vo 160 60

286 =Y 100 = L. 288

Vo



Clir

cularité ou transférabilité (2)

Le chiffre d’affaires d’une entreprise a augmenté de 30% de 2010
4 2011 et diminué de 25% de 2011 & 2012. Le CA a-t-il diminué
ou augmenté de 2010 & 20127

ALa réponse n’est pas 30%-25%= augmentation de 5% !
Les pourcentages ne s’additionnent pas.

Formalisation énoncé : on a I1/19 = 130, I12/11 = 75 et on

cherche Ij9/19. Par la propriété de circularité

1
I =1 x I X —
12/10 = 112/11 X 111/10 100
130X 75
=97.5.
100

296

Réversibilité (2)

Propr

Si un prix augmente de 20% de 2010 & 2012, que dire de son
évolution de 2012 & 20107

ALa réponse n’est pas diminution de 20%.
Les pourcentages ne sont pas réversibles.

Formalisation : on a Ij2/10 = 120 et on cherche Ijp/12. Par la

propriété de réversibilité

1002 100°

—_—= ~ 83.33.
L0 120

Lio/12 =

Autrement dit, le prix a diminué de 16.67% de 2012 & 201%02

Produit de grandeurs (2)

Soit P et @ les prix et quantités d’un produit vendu par une
entreprise. Si le prix de ce produit augmente de 60% de 2000 a
2010 et si les quantités vendues ont diminué de 50% de 2000 a
2010, quelle est I’évolution des recettes de 2000 a 2010 ?

Formalisation : on a

P _ g Q _=
Lojoo =160 et L5 =50

et on cherche If

10/00 ot R = P x Q. Par la propriété précédente

on a
N 1 160 x 50
R _ 7F Q _ _
Li5,00 = Lios00 X Ly /00 % 100 - 100 80

Autrement dit, les recettes ont diminué de 20% de 2000 4 305
2010.

Réversibilité

Probléme : connaissant 1’évolution de 0 & ¢ d'une certaine
quantité, peut-on connaitre 1’évolution de ¢ &4 07

Si une grandeur numérique V' prend les valeurs Vj et V; aux
instants 0 et ¢ alors

1002
Iojt =
/ Lo

Preuve : & nouveau on part du terme de droite

1002 100%

[t/o_‘%xm
Vo
= — x 100 = Iys.
y, 0= Do 208

Produit de grandeurs

Proposition

Si une grandeur a est égale a tout instant
@ au produit des grandeurs b et ¢, c-a-d a = b X ¢ alors

1

— b
I = ({5 Itc/o) R T

@ au rapport des grandeurs b et ¢, c-a-d a = b/c alors

Ut

t/0

fo =7 x 100.
t/0

Preuve : démontrons la leére propriété en partant du terme de droite

(L4 x 15) % L (ﬁ x JOO)(Q XM) x L

100 bo co 160
S hXen o028 w100 = 1 303
" by X ¢ T oo

synthétiques

objectifs

Généralités

e Utilisation : étude de grandeurs complexes c-a-d de
grandeurs composées de plusieurs grandeurs simples.
e Exemple : comprendre 1’évolution

s du prix d'un plat : grandeur composée des prix et quantités
de matieres premieres (farine, huile, ...).

s de la recette globale d'une entreprise : grandeur composée
des prix et quantités de I’ensemble des produits vendus par
cette entreprise.

s du nombre d’entrées au cinéma : grandeur dépendant du
nombre de films et du nombre moyen d’entrées par film
pour différents types de films (francais, américain,. .. ).

306



1thétiques

Définitions et ctifs

Quelques notations dans un contexte économique

Définitions et objectifs

Exemple

e 4 : indice d’un produit parmi un panier de I produits.
e P;(t) (ou P;4) : Prix du produit 4 a 'instant ¢.
e Q;(1) (ou Q;+) : Quantités du produit ¢ & I'instant ¢.

e Pi(t)x Q;(t) = Vi(t) est la valeur globale du produit i
a 'instant t.

o V(t)=2,; Pi(t)Qi(t) est la valeur globale de
I’ensemble des produits.

e L’indice de valeur globale est

v VO e SP®Qw o

40~ V(0) 3 P(0)Qi(0) 307

Indices de Laspeyres, Paasche et Fisher

Généralités sur les indices synthétiques

Etudions le panier de trois produits de la TAG vendus & une
sous-population (non précisée ici) en 2010 et 2012.

2010 2012
Produit Prix  Quantités | Prix Quantités
Ticket simple 1.5 100 2 100
Abonnement hebdomadaire | 35 40 50 50
Abonnement mensuel 130 35 175 40

Question : quelle est I’évolution des recettes de la TAG pour ce panier
et la sous-population étudiée ?

Réponse :

v 2% 100 + 50 x 50 + 175 x 40

- % 100 ~ 159.02
12/10 = 7550100 + 35 x 40 + 130 x 35 ?

Les recettes ont donc augmenté de 59.02% de 2010 a 2012.
Mais cette augmentation est-elle plus due a une 3
augmentation des prix ou des quantités 7

Indices de Laspeyres, Paasche et Fisher

Indices de Laspeyres

e Pour pouvoir déterminer I'influence des prix ou des
quantités, il faut définir des scenari permettant d’isoler soit
les prix soit les quantités.

o (est Iidée des indices de Laspeyres et de Paasche :

s I'indice de Laspeyres des prix , par exemple, regarde
Pévolution des prix de 0 & t en supposant que les
quantités sont fixées a la date 0 .

s lindice de Paasche des quantités , par exemple, regarde
I’évolution des quantités de 0 & ¢ en supposant que les
prix sont fixées a la date t .

313

Indices de Laspeyres, Paasche et Fisher

Indices de Laspeyres (2)

Les indices de Laspeyres des prix et des quantités sont respectivement
définis par :

X Pit)Qi(0) <100 ot IO = i Pi(0)Qi(t) 100.

e = Lo ORI =
"0 X PU0)Qi0) 70 3 Pi(0)Qi(0)
Application : indices de Laspeyres des prix et quantités sur I'exemple
2010 2012
Produit Prix  Quantités | Prix Quantités
Ticket simple 1.5 100 2 100
Abonnement hebdomadaire 35 40 50 50
Abonnement mensuel 130 35 175 40

X 100 = 136.48.

LP 2% 100+ 50 x40+ 175 x 35

12/10 = 75100 + 35 x 40 + 130 x 35
) 1.5 %100 + 35 x50 + 130 x 40

210 = x100 =~116.30. 315
/10 7 1.5 100 + 35 x 40 + 130 x 35

Indices de Laspeyres, Paasche et Fisher

Indices de Paasche

Les indices de Laspeyres des prix et des quantités sont respectivement
définis par :

- Zi P06t

= 100.
5 P Q.0 <

LP — Y Pi(t)Q;(0)

=Lt 100 et L2
Y07 i Pi(0)Q:(0) 0

Comment interpréter les valeurs sz/lo ~136.48 et Lle/m ~116.397

@ A quantités fixées en 2010 , les prix ont augmenté de
36.48% de 2010 & 2012.
o A prix fixés en 2010 , les quantités ont augmenté de

16.39% de 2010 & 2012.

316

Les indices de Paasche des prix et des quantités sont respectivement
définis par :

P 2 Pit)Qi(t) <100 ot P2 = > Pi(t)Qs(t) 100.

Po==——"""— ; =
10 X Pi(0)Qit) 1 3 Pit)Qi(0)
Application : indices de Paasche des prix et quantités sur 'exemple
2010 2012
Produit Prix Quantités | Prix Quantités
Ticket simple 1.5 100 2 100
Abonnement hebdomadaire 35 40 50 50
Abonnement mensuel 130 35 175 40

2x 100+ 50 x50+ 175 x40

Py, = 100 =~ 136.62.
1210 = 75100 + 35 x 50 + 130 X 40 | 00 = 1366

2 5 175
pQ x 100 + 50 x 50 + 70X40><1(J0:116.52. 318

12/10 © 375100 + 50 x 40 + 175 x 35



Indices de Laspeyres, Paasche et Fisher

Indices de Paasche (2)

Les indices de Paasche des prix et des quantités sont respectivement

Indices de Laspeyres, Paasche et Fisher

Indices de Fisher

Résumé :
Q Q
Il‘g/ll) sz 10 Pﬁ/m Livne  Prioje
159.02 | 136.48 136.62 | 116.39 116.52

définis par :

@ Il est possible que les indices de Laspeyres et de Paasche soient
tres différents.

P _ 2: Pi®)Qi(H)

0 PO
Puo = 5 P 00i® r

X100 et P =3 B0

% 100.

@ Pour nuancer cette possible situation, Fisher a défini des indices

Comment interpréter les valeurs Pf /10 = 136.62 et Ple 10 = 116.527 moyens des indices précédents.

@ A quantités fixées en 2012 , les prix ont augmenté de
36.62% de 2010 & 2012.

L’indice de Fisher des prix (resp. des quantités) est défini comme la
moyenne géométrique des indices de Laspeyres et de Paasche des

o A prix fixés en 2012 , les quantités ont augmenté de

16.52% de 2010 & 2012. prix (resp. des quantités), c-a-d

P ®» Q _ Q
L;jo % Py et Fyjo = L %

P

P _
Fyjo =

319 70| 320

Indices de Laspeyres, Paasche et Fisher

Relations entre les différents indices

Indices de Laspeyres, Paasche et Fisher

Résumé

S’il n’y avait qu'un seul produit

v _gpP Q L
Lo = Lo X Iijo X 755
l‘g 10 Lﬁ 10 11; 10 FS 10 L% 10 P1Q2 10 Flg 10 car V = P x Q. Lorsque 'on a plusieurs produits, on a les
159.02 | 136.48 136.62 136.55 | 116.39 116.52 116.45 relations suivantes
s Proposition
Interprétation :
e D’un point de vue global, I’ augmentation de 59.02% des 1
recettes globales de la TAG est davantage due a I t‘//o = Lf;u X Pf/?() X 100
l'augmentation des prix (de l'ordre de 36.5%) qu'al’ 1
augmentation des quantités (de ordre de 16.4%). = Pﬁo X Lt(io X 100
_ P Q L
=Fijo X Fijo X 159
321 322
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Complément : réversibilité des indices synthétiques

Relations entre les différents indices (2)

Rappel : lorsqu’il n’y a qu’un seul produit, on a par exemple pour les

prix (valable aussi pour les quantités)

p _ 1002
vV P P P [ Q ) 0/t = "yp
Tiono | Tiopo Piopo Fiopo | Livno Priono Five Lo
159.02 | 136.48 136.62 136.55 | 116.39 116.52 116.45 En présence de plusieurs produits, ceci n’est plus tout a fait vrai.
Cependant,
Par exenlple, proposition
1 136.48 x 116.52 Notons e = P ou @ (prix ou quantités)
P Q — ~ ~ 7V p! q
L12/10 x P12/10 x 100 100 =159.03 = 112/10 = =
ap £ T 100 100
P Q 1 136.55x116.45 v Lo == et Py = ——
Fiop9 % F12/10 X 0= 10 - 159.01 = I}y, wjis Py R Lo

Par contre les indices de Fisher sont réversibles. Ainsi

. 1002
323 o=y

324




Indices de Laspeyres, Paasche et Fisher

Réversibilité (2)

v P P P Q Q Q
112 10 L12 10 P12 10 F12 10 LIZ 10 PIZ 10 FIZ 10
159.02 | 136.48  136.62 13655 | 116.39 116.52 11645

Par exemple,
@ quel est Pindice de Laspeyres des prix en 2010 base 100 en 20127
Réponse :
00 o0
I’]";/m 136.62

P _
Ligs =

@ quel est l'indice de Fisher des quantités en 2010 base 100 en
20127
Réponse :
1002 1002
F2 . = = ~ 85.87.
10/12 0 Y
FS,, 11645 328




