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INTRODUCTION :

[’objectif de la numérisation est de transformer le signal analogique qui contient une quantité infinie d'amplitudes en
un signal numérique contenant lui une quantité finie de valeurs.

Le schéma synoptique ci-dessous décrit les différentes étapes du traitement numérique et de la restitution d’un signal
analogique électrique :
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SYSTEME DE COMMUNICATION

Canal de transmission

Modulation . )
u(t) s(0) Démodulation
Destinataire
soue ataormaton U2 — -
Message transmis b(t) Message requ

Schéma général d’un systéme de communication



DEFINITIONS :

On désigne par signal toute représentation physique d’une

information envoyée d’une source vers un destinataire.

T ))) )) Rioigtens

Information Information



Les systémes numériques de traitement de 'information ne cessent de se développer et
deviennent de plus en plus importants (radio, télévision, téléphone, instrumentation...). Leur
choix est souvent justifié par des avantages techmques telles que la grande stabihité des
parametres, I'excellente reproductibilité des résultats et des fonctionnalités accrues. Le monde

extérieur étant par nature “analogigque’’, une opération préliminaire de conversion

analogique-numérigque est alors nécessaire. Cette conversion analogique-numérique est la

succession de trois effets sur le signal analogique de départ :

* I"'échantillonnage pour rendre le signal discret;
* la quantification pour associer a chaque échantillon une valeur;

* le codage pour associer un code a chaque valeur.



CLASSIFICATION DES SIGNAUX

Un signal peut étre considéré selon plusieurs aspects :

- Nature : aléatoire ou déterministe
- Morphologie : discret ou continu
- Aspect énergétique

- Bande passante



A. SIGNAUX DETERMINISTE :

Signaux dont I’évolution en fonction du temps peut étre parfaitement

décrite par un modele mathématique pour n’importe quel instant « t; ».

1 . SIGNAUX PEIODIQUE :

Un signal est dit périodique si les variations de son amplitude se

reproduisent régulierement, au bout d'une période T constante.
IN_AN_MN\_/
Signal périodique de forme quelconque.




s(t) = s(at + nT)
ou a€ERnNEN et T désigne la période du signal

Exemple

Les signaux sinusoidaux de la forme : s(t) = A sin (2?” t + fb)




2, SIGNAUX APERIODIQUES :

Un signal est dit apériodique ou non périodique,
s’1l ne satisfait pas la relation précédente.
Exemple s(t) = sin(t)e %15
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B. SIGNAUX ALEATOIRES :

Les signaux aléatoires sont des signaux dont le comportement
temporel est imprévisible et pour la description desquels il faut se
contenter d’observations statistiques.

Les signaux aléatoires sont gouvernés par des lois statistiques.

3 z(t)
Exemple
-




Signaux analogiques Signaux numeériques

- Varient de facon continue dans le

lemps - Transportent une information sous
Exemples : intensité sonore, intensité (la forme de nombres

lumineuse, pression, tension, ,
température, ... - Ensemble discret de valeurs

. dénombrable
- Ensemble continu de valeurs (une ( )

infinit¢ non dénombrable) @

@)




CILASSIFICATION ENERGETIQUE DES SIGNAUX

On appelle énergie d’un signal s(t), la quantité donnée par

[’expression suivante : E [
=



On appelle puissance moyenne d’un signal s(t), la quantité définie

par la relation suivante : I’équation précédente s’écrit :

Dans le cas particulier des signaux périodiques, de période T,

1 +To/2
Py = — |s(t)|%dt
Ty ~To/2



NB: La puissance d’un signal périodique, de période T,, se calcule comme moyenne quadratique du signal



CLASSIFICATION SPECTRAL

Un signal peut étre classé suivant la distribution de son amplitude,

sa puissance ou son énergie en fonction de la fréquene

(spectre du signal). Le domaine des fréquences occupé par son spectre

est aussi appelé la largeur de bande spectrale du signal

Puissance

AF = Fnax = Fin t du signal

A\

Fmin Fmax
Distribution spectrale d’un signal



Signaux usuels

%*Signaux usuels
1- fonction signe : notée sgrn(7)

C’est une fonction réelle de la variable réelle ¢
définie par :

+1 t >0
sgn(t) = s -

La fonction sgn est une fonction impaire
sgn(t) = —sgn(—t), Vvt

Par convention, on définit : sgn(0) = 0



Signaux usuels

**Signaux usuels
1- fonction signe : notée sgn (i)

C’est une fonction réelle de la variable réelle ¢
définie par :

+1

bsgn(t)

+1 t>0
sgn(t) = —4 P

La fonction sgn est une fonction impaire
sgn(t) = —sgn(—t),Vt

Par convention, on définit : sgn(0) = 0

v



2- fonction échelon unité : notée £(t) ou u(t)

Echelon unité, échelon ou fonction de Heaviside, est une fonction réelle
de la variable réelle t défini par :

+1, t >0
E(E}z[[:- t <0

Avec par convention : £(0) = 1/,



2- fonction échelon unité : notée £(t) ou u(t)

Echelon unité, échelon ou fonction de Heaviside, est une fonction réelle
de la variable réelle t défini par : re(t)

+1, t>0
E“)z{o £ <0 +1

Avec par convention : £(0) = '/,




Fonction triangulaire

; : 1—|t =1
Tri(t) tri (t) ={ | (I) | I|t| 1
t
>
= +1
Fonction rectangulaire
f 1
1 It] < E
rect(t) = { 1
0 =
0 ll>;
4 rect(t)

— 12 +1/2



Fonction « saut unité » ou échelon Fonction rampe

u(t) r(t) r(t) : signal rz
i u(t) : signal échelon (t) : signal rampe

Fonction triangulaire
Fonction rectangulaire

Tri(t)
4 rect(t)

-1/2 +1/2



Fonction « saut unité » ou échelon Fonction rampe

u(t)

r(t) r(t) : signal rampe
u(t) : signal échelon (t) : sig p

r(6) = [ u(@)dr = t.u(e)

¥

¥ =

Fonction rectangulaire

Fonction triangulaire

e

rect(t) =

Bed | = 2

0 lt] ==

Tri(t) tri(t}={ 1=l =1

0 t] > 1
4 rect(t)

-1 +1
—1/2 +1/2



Peigne de Dirac

Le peigne de Dirac, noté P, (t) est défini comme une suite infinie

d’impulsions de Dirac espacées. Si T est un intervalle entre
deux impulsions de Dirac successives, le peigne de Dirac est défini par :

+00 Pgn'r(t)
Ppr(®)= ) 8(t—KT)

k=—o0

-3 -2-1 0 1 2 3



CONVERSION ANALOGIQUE—NUMERIQUE

'AAY

Echantillonnage

Quantification

Codage

Codage

o) s*(kTe)

Te
Signal Analogique Echantillonnage

Quantification



Numerisation
Conversion analogique
- numerique
N\ [ e

g Tensionen V Période d'échantillonnage Te
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Xa(t)

Filtre

y[n]
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Yq(t)
A

Filtre

Figure : Détail de transformation d'un signal a travers une chaine de conversion

analogique-numérique

La figure présente les €léments qui interviennent lors du traitement numérique d'un signal

analogique. On y trouve un filtre anti-repliement (dit aussi anti-recouvrement), un

échantillonneur commandé par une horloge de période Te, un quantificateur Q, un processeur

numérique puP, un convertisseur N/A et un filtre de lissage.




Temps

continu discret
4 x(1) A Xe(t=nTe)
Signal analogique TGT Signal échantillonné
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Figure : Différents types de signaux obtenus en différents points de la chaine de

numeérisation




Définition de I'échantillonnage d'un signal

L’échantillonnage d'un signal analogique S(t) consiste a prélever régulierement tous les Te

secondes, qui est la période d'échantillonnage, les valeurs instantanées du signal S(nT,)

avec n un entier relatif. s(nT,) est la valeur du signal échantillonné 2 l'instant nTe. La

fréquence Fe = 1/Teest appelée fréquence d'échantillonnage du signal s(t).

Le signal analogique s(t), continu dans le temps, est alors représenté par un ensemble de

valeurs discrétes :  se(n)= S (nTe) ; avec n un entier relatif.

s(t) Se(t)
A

A
——t
_/\ L o  — . T—* I l | - —
L R L - =N
Signal analogique Signal échantillonné

Figure : Représentation de I'échantillonnage d'un signal analogique



L’opération d’échantillonnage d'un signal analogique (signal continu en temps et en

amplitude) est réalisée par un__échantillonneur souvent symbolisé par un

interrupteur.

La quantification est 'opération qui permet de passer des valeurs continues en

amplitude a des valeurs discrétes.

Un signal échantillonné quantifié s'appelle un signal numérique.

Un convertisseur A/N (Analogique/Numérique) réalise I'échantillonnage et la
quantification d'un signal analogique.

pour reconstituer le signal analogique sans perte d'information a partir de ses
¢chantillons, des conditions sur la période d'échantillonnage a respecter seront
précisées (théoreme de Schannon).

La perte d'information est d'autant plus faible que la quantification est fine.

L'erreur de quantification est modélisée comme un bruit aléatoire,

s(nTe) = s,(nTe) + e(nTe)



Types d’échantillonnage

Echantillonnage idéal (ou parfait)

Définition

e L'échantillonnage idéal est réalisé par la multiplication du signal analogique s(t)

par le peigne de Dirac [lly,(t), c'est a dire, une suite d’impulsions de Dirac séparés

par T, de poids 1 qui multiple le signal de spectre de bande [- B; B].

o Le signal échantillonné s,(t) est donc défini par :

Se(t) = s(t). g (t)

avec Ulp(t) = Xr&_ S(I HT) : le peigne de Dirac de période Te
se(t) = s(t) . [pe(t)

= st) . Y%, 6(t-nT,)

= Yi* s . 8(t-nT,)

t2 o s(nT,).8(t-nT,)



Spectre du signal échantillonné

On rappelle que le peigne de Dirac de période Te dans I'espace temporel :
Ure (t) = XIZ 8(t — nTe)

a pour transformée de Fourier le peigne de Dirac dans I'espace fréquentiel de période 1/Te

que multiplie I'inverse de la période dans 1'espace temporel c.a.d. :

TF [z (t)] = TF | Z 6(t —nT,)]

n= —aoo

= Fo . [ IE—W S(f_"fe)
1
Avec F, = Te la fréquence d’échantillonnage qui est égale 'inverse de la période

d’échantillonnage Te.



e Le spectre Se(f) du signal échantillonné se(t) s'écrit alors :

S(f) = TF[se(t) ]

TF [s(t) . Lre()]

TF [s(t)] * TF [z (0)]

S®) * Fo. [ XaZlod6(f — nfe)
Fe . [ XaZie S(f —nfe)

e ['opérateur * désigne le produit de convolution

Conséquences

e Le spectre Sq(f) du signal échantillonné sg(t) s'obtient en périodisant dans

l'espace fréquentiel avec une période Fe = 1/ T le spectre S(f) du signal s(t).



§0

Sdh ,
M ., g AN NAINA, A
» 1A%
fu dalfs fu f 10 2, Tl W2 T A, ’(
e Echantillonner dans le temps revient a périodiser dans |'espace des fréquences.
L J

Probléme de reconstruction ou restitution du signal lorsque F. < 2Fmax, dans ce

cas; il y a repliement des spectres: on dit aussi recouvrement spectral ou "aliasing"

: on dit qu’on est en sous-échantillonnage du signal.

Sell)

A

recouvrement




On ne peut plus reconstruire S(f) a partir de Se(f) et donc s (t) a partir de s(nTe).
Dans le cas ou f. = 2Fmax. pour obtenir S(f) a partir de Se(f), 1l suffit de filtrer par

un filtre passe bas idéal de réponse en fréquences H(f):

H() = Te. Il g (f)

Soit h(t) = sinc (F,t)

Exemples :

Cas de la parole : le spectre des sons audibles s'étend jusqu'a environ 20 kHz. Dans le

cas des CD audio, le signal est échantillonné a 44.1 kHz alors que dans le cas du

téléphone numérigue le signal est échantillonné a 8 kHz seulement.



En effet, en téléphonie, on estime que le message est compréhensible pourvu que les
composantes basses fréquences soient transmises correctement alors que 1'on veut
conserver toutes les harmoniques pour avoir un son de qualité en audio. On limite

ainsi le spectre a 22.05 kHz pour un CD audio et 4 4 KkHz pour la téléphonie (3.4 kHz

en pratique).

St Fe >> 2.F . 11 ¥ a sur-échantillonnage: alors les motifs successifs obtenus par

périodisation du spectre sont disjoints et éloignés I'un de ['autre. Le filtrage passe-bas
pour la récupération du signal est facilité: plus on prendra d’échantillons par période,

plus le signal sera facile a reconstruire.



Théoréme d'échantillonnage (ou de Shannon)

¢ Tout signal s(t) d'énergie finie et de spectre a support borné sur [-Fp.. Funal

(signal en bande de base) peut étre échantillonné toutes les périodes Te sans perte

d'information a4 condition que la fréquence d'échantillonnage F, soit supérieure

1
au double de la fréquence maximale du spectre du signal s(t): Fo.= - = 2.F ax

- Sans perte d'information signifie qu'on peut reconstruire s(t) ¥ ’instant t, a partir de la
suite infinie des échantillons s(nTg).

- La fréquence minimale d'échantillonnage F, = 2.F,;,, s'appelle la fréquence de Nyquist.

- Il est possible de retrouver le spectre du signal continu S (f) a partir de celui du signal

échantillonné Se(f) en utilisant par exemple un signal porte ( fenétre rectangulaire) de

type IL, g0y C'est-a-dire:



Se(f)- l-IZFma.x — Fe. n——oo S(f - nfe) l-121-‘ma3:
1
—. S0

et on retrouve ainsi le signal s(t) par transformée de Fourier inverse du spectre S(f) du

signal.

Interpolation de Shannon:
Si h(t) = sinc (F .t)

y(t) Se(t) * h(t)
= =2 . s{nl.) d(t—al,) * sinc(F,. ¢

n-—oo s(nT,). sinc[F,(t — nT,)]

Cette derniere équation correspond a la formule d'interpolation de Shannon.




Echantillonnage réel

En pratique, I'échantillonnage s’effectue en commandant un interrupteur par un train
d’impulsions étroites. Il est donc impossible d’obtenir des échantillons de durée quasiment

nulle. La modélisation de 1’échantillonnage par un peigne de Dirac est donc erronée. En fait,

chaque impulsion va avoir une durée tres courte T. L’échantillonnage peut donc étre modélisé

par la multiplication du signal par une suite de fonction rectangle (ou porte) de largeur Tet de

période Te noté : i e, - (1) ,:

iTerr(t) = E;S—m Hr(t_ "‘TE) = Hr(t) - ]-UTE (t)

»  Mais I'amplitude des impulsions sera en fonction du procédé d'échantillonnage utilisé:
¢ Echantillonnage naturel: I'amplitude égal a s(t) pendant la durée 1.
¢ Echantillonnage régulier: I'amplitude constante et égale a s(nTe);

¢ Echantillonnage moyenneur: I'amplitude égal a la moyenne de s(t) sur 'intervalle t



T

Logon, 1.

‘2T. - Q . 2T. - T/2 T/2

Echantillonnage naturel

e [’expression du signal échantillonné s, (t) dans ce cas est :

Se(t) = S(t) .1 e« (t)

S(t) . ;go—oo nt(t - nTe)

8t) . [m.(8) % 22 O(E—nT,) ]



Le spectre S, (f) du signal échantillonné s, (t) est :

Se () = TF (se(t))

= TF[s(t).iye (1) ]
= TF[s(t)] * TF[ire (1) ]

= S() * TF[ire,.(1)]

S(f) * TF[ Hr(t) * ]—HTE(t}]

S(f) * TF[ m, ()] . TF [l (0)]

= S(f) * 7. sinc(fr). Fo. Li% o 8(f - nF,)
= S(F) * 1.F,. | 2 o sinc(nF,t) . §(f — nF,)]
= t.F,. [ X}2 ,sinc(nF,T) |S(f) *+ 6(f — nF,)]]

= 1.F,. [ ¥i® . sinc (nF,t) [S(f — nF,)]]



Echantillonnage-bloqueur de durée Tt ( ou régulier )

C’est le cas d’échantillonnage le plus pratique. L’amplitude de chaque impulsion est constante

et égale a 'amplitude du signal initial au temps nTe c.a.d. s (nTe).

‘ZTQ

T

Y(t) A /

P

Te

2T,

1
-t72 ti/2

e [’expression du signal échantillonné s.(t) dans ce cas est :



se(t) = XiX o s(nTe). m . (t — nT,)
=Y AP S(NT).8(t—nT,) * T, (b)
=s() . [ZaZ-od8(t—nT)] » m (Y
e [ e spectre S, ()du signal échantillonné s.(t) est donc :

Fo . 6(f —nF,)].|[t. sinc(f 1)]

Se(f) = S(F) * [ YhZ o

T.F, .sinc(f1). 2. 2_ S(f —nF,)



Pour retrouver le spectre S(f), on filtre par un filtre passe bas idéal de largeur F; et il

faut multiplier par I'inverse d'un sinus cardinal (fonction sinc) si on veut compenser et

On retrouve la méme allure de spectre modulé en amplitude par une fonction en sinus

®
retrouver S(f).
®
cardinale.
S(f) A
-fu Ofm fm fu

TF
»i nemmmp A

i
1
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1Self)l 5
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Remarques :

e Pour se rapprocher d’un échantillonnage i1déal et qu’ainsi le signal soit facilement

reconstructible, 1l faut que T soit le plus petit possible.
e Dans le cas ol T est du méme ordre de grandeur que Fe, il faudra Fe >> 2 F ...

e En pratique, on n'échantillonne pas un signal pour le reconstruire juste apres.
L'échantillonnage est utilisé pour prélever le signal a des instants multiples de Te et
ensulte convertir les échantillons sous forme d'un code binaire (8, 12, 16 bits, ...).
Cette conversion est effectuée par 'intermédiaire d’un convertisseur analogique-
numeérique (CAN). Cette conversion n’est pas instantanée. Si le signal a convertir
varie trop rapidement, 1l est nécessaire de procéder au blocage du signal pour avoir
une conversion sans erreur. On utilise donc un échantillonneur-bloqueur qui mémorise

la tension a convertir et la maintient constante pendant toute la durée de conversion.



L’effet de blocage peut étre modélisé par une fonction porte décalée de T/2

y(t) A
1

> ¢
T

y(t) = i rect

k—-w

4 t \ ! t \
t-—-KkT, t-—
2 2
- =rect | —
T T

+ 3 3(t-KT,)

k—-x

e L’échantillonnage-blocage consiste donc a la multiplication du signal par y(t).

e La transformée de Fourier du signal échantillonné est donc dans ce cas:

e

S. (D)= Tisinc(rf). > S(f-kf,) e

k—-x

e Le spectre est identique au précédent. Le terme en exp (- jaf ) traduit un déphasage

entre le signal initial et le signal échantillonné.

e En principe, on maintient la valeur de [I’échantillon sur toute la période

d’échantillonnage donc T = Te. Ainsi, pour f = F¢, on a un déphasage de -n.



Echantillonnage moyenneur

L échantillonneur moyenneur donne des échantillons si(nTe) qui correspondent a la valeur

moyenne du signal s(t) prise sur la durée T. Ainsi, I’expression de I’échantillon n est :

nTe + =

s, (nTe) = % fnTe—g s(t) dt
2

nTe + =

. T
= - fnre_f n.(t — nT.). s(t) dt
2

T

1
= —Jfm(t) » s(®O]. §(t — nTe)
e Le signal échantillonné s.(t) est exprimé par suite par :

S(t) = = IMZFE [mo(t) * s@®]. 8(t — nT,)

o | =



S(t) = = YAZEZ [mo(®) * s(©]. 8(t - nT,)
o Le spectre Sq(f) du signal échantillonné se(t) est alors :
Se(f) = TF (se(t)

= TF (7 T2 [m,(®) * s(®©1.8(t - n'T.)

N o

Fe . YaZ_o([T. sinc (f1) . S(f)] + 8(f — nF,)

= F, .32, [ sinc(t(f — nF,). S(f — nF,)]

Apres un filtre passe-bas de largeur Fe, la relation liant le spectre de base du signal

échantillonné et celui du signal S(f) est pour n= 0 on a alors :

S ) = F, .sinc(fr). S(f)



e Le spectre S¢(f) du signal échantillonné s.(t) est alors :

S(f) = TF (se(t))

= TF (= Y22 [mo(t) * s(©)]1.8(t — nT,)

| -

F, . Y'> (lt.sinc(ft).S(f)] = 86(f —nF,)

= F, Y2 . |[sinc(t(f —nF,). S(f —nF,)|

Apres un filtre passe-bas de largeur Fe, la relation lant le spectre de base du signal

échantillonné et celui du signal S(f) est pour n= 0 on a alors :

Sep () = FE.EEHEUT). S(f}



Filtre anti-repliement

. Pour de nombreux signaux physiques, S(f) n'est pas connu parfaitement. De plus, il
existe toujours un bruit de fond additionnel dii au milien de mesure (capteur, circuit
d'amplification). Donc, il faut effectue un filtrage passe-bas appelé pré-filtrage du signal avant
son €chantillonnage pour supprimer tout repliement spectral.

. S1 l'on désire observer le spectre dun signal jusqu'a la fréquence Fpa., 11 est

souhaitable de prendre une fréquence d'échantillonnage Fe = n F,;, avecn = 2.
. Un signal de TF a support borné a un support temporel infini donc on a besoin de tous
les échantillons de kTe de -co a + oo afin de reconstruire le signal s(t). On ne peut pas

reconstruire en temps réel, il faudra le faire de facon approchée.



Exemple:

. En pratique pour transmettre la parole par téléphone, on filtre entre [300Hz; 3400Hz],
on échantillonne a 8000 Hz et on quantifie sur 8 bits / échantillons; ce qui correspond a 64000
b/s.

. Pour un disque compact avec du son stéréo, on filtre entre 0 et 20 kHz et on

échantillonne a 44.1 kHz.

Interpolation par le bloqueur d'ordre ()

Le probleme est de reconstituer s(t) a partir de ses échantillons s(kte). Une réalisation possible
est le bloqueur d'ordre 0. La reconstitution a l'aide d'un blogueur d'ordre 0 est la plus
employée car elle est réalisée par les convertisseurs N/A a l'entrée desquels les valeurs

numériques sont maintenues pendant la période d'échantillonnage.



Quantification

Définition

La quantification consiste a associer a une valeur réelle x quelconque, une autre valeur xg
appartenant a un ensemble fini de valeurs et ce suivant une certaine loi : arrondi supérieur,
arrondi le plus proche, etc...

L’écart entre chaque valeur xq est appelé pas de quantification.

Le fait d’arrondir la valeur de départ entraine forcément une erreur de guantification que

I’on appelle le bruit de guantification.

Quantification uniforme

La loi de quantification uniforme utilise un pas de quantification (A) constant entre chaque

valeur xq.



Lol idéale

e Le bruit de quantification ng est dans ce cas un signal aléatoire. Ces caractéristiques

sont donc définies par ses propriétés statistiques. On peut alors démontrer que la

puissance du bruit de quantification est égale a :






