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Chapitre 2

Fonction d’une variable réelle

2.1 Rappels et définition

a) Soit E un ensemble quelconque on appelle fonction numérique définie sur F toute application de E dans R.
Si E C R, on dit que f est une fonction numérique de la variable réelle.

b) Soient fet g: E— R, Vx € E, VAR, on a:
o (f+9)(x) = [f(z)+g(x)
o (f9)(z) = f(z)g(x)
o (Af)(x) = Af(x)
¢) f est périodique de période T'> 0, siVe € E, (x+T) € E et f(z+T) = f(x)
d) fest pairesur Esi: Ve € E, (—z) € E et f(—z) = f(z)
e) f est impaire sur E, si Vo € E, (—z) € E et f(—x) = —f(x)
f) f est majorée sur E si 3IM € R, tel que Vx € E': f(z) < M
g) f est minorée sur E' si 3m € R, tel que Vx € E': f(z) >m
h) f est bornée sur F, si f est majorée et minorée.
i) f est croissante sur E'si, Ve, y € E (z <y = f(z) < f(y))
j) f est decroissante sur E si, Vo, y € E (z <y = f(z) > f(y))

k) f est monotone sur E si, f est croissante ou bien décroissante.

2.2 Fonctions classiques

Cette section propose une révision de fonctions classiques déja étudiées au lycée afin de préparer les sections
suivantes.

2.2.1 Fonction logarithme népérien

Définition 2.1. (Fonction logarithme népérien)

La fonction f : x — In(zx) est la prémitive de la fonction © — —.
x

Propriétés :
1
1) Vz €]0, +o0], (In(z)) = -
2) = — In(z) est définie sur l'intervalle |0, +-o0],
3) z — In(z) est strictement croissante sur ]0, +oo],
4) In(1) =0, et Vx €]0,1], In(z) < 0 et Vz €]1,400], In(z) > 0,
1
5) In (—) = —In(z), In(zy) = In(z) + In(y), In (E) =In(z) — In(y), Yz €]0, 4o0].
T )
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2.2. FONCTIONS CLASSIQUES

l
6) lim In(z) =400, lim In(z) = —oco, lim n(z) =0, Vn e N*, lim z"n(z) =0, Vn € N*
T——+00 r—0+ rz—+oo " z—0+
lim @) e
z—1x — 1 z—0 T

7) =~ In(z) n’admet ni maximum ni minimum.
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FIGURE 2.1 — Courbe de = — In(z).

2.2.2 Fonction exponentielle

Définition 2.2. (Fonction exponentielle)
La fonction x — In(zx) est continue strictement croissante sur )0, +o0], elle admet une fonction réciproque notée :
x — €* définie de R vers ]0, +0o0].

Propriétés :

1) Vz € R, (e*) = e?,

2) zeR,in(z) =1<=z =c¢c (i.e In(e) = 1) ol e est un réel irrationnel e ~ 2.718281....
3) Vz e R, e” >0,

T

e 1
4) etV =T xe¥, e V= — ete ¥ =—

ey e’

)

. . . . € .
5) lim e* =0, lim e*=+o0, lim z"e®* =0, n € N*, lim — =400, n € N*, lim
T——00 T—400 T——00 r—4o00 " z—0 €T

6) = — e* n’admet ni maximum ni minimum.

FIGURE 2.2 — Courbe de x +— e*.

2.2.3 Fonctions hyperboliques

Définition 2.3. (Fonction sinus et cosinus hyperboliques)

Pour x € R, on pose
T —T xT —x
. e’ —e e’ +e
sinh ©t = —— et cosh rt = ———

2 2

Propriétés :
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CHAPITRE 2. FONCTION D’UNE VARIABLE REELLE

1) sinh est impaire, cosh est paire,
2) sinh/(x) = cosh x, cosh/(x) = sinh z,
3) sinh/(0) =1, et cosh’(0) = 0,

4) lim sinh x =400 et lim cosh x = +oo ,
oo

T—>+00 r—+
inh 1 [e” 1
5 lim 20—y [e———} SRS
z—+00 I z—+o0 2 | xe’
. cosh x . 1 [e” 1
lim = lim - |—+—| =+
z—+oo I z—400 2 | T rer

On déduite que les courbes de sinh et cosh ont des branches paraboliques de direction 'axe (oy) au voisinage

de +oc0

o s
[

ol

-4
FIGURE 2.3 — Courbe de cosh(z). FIGURE 2.4 — Courbe de sinh(z).
Proposition 2.1.
1) cosh x + sinh © = €* et cosh x — sinh © = e™*,
2) cosh? x — sinh? x =1,
3) sinh(x + y) = sinh z cosh y + cosh = sinh y et cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y,
4) sinh(2x) = 2sinh x cosh x et cosh(2x) =2 cosh? x — 1 =2 sinh? x + 1,
Définition 2.4. (Tangente hyperbolique)
Pour x € R, on pose
sinh x
tanh x =
cosh x
Propriétés :
eT — % 6200 -1 1— 6—290
1) tanh o = et 24l lte
2) La fonction tanh est impaire,
3) tanh' x = P E 1 —tanh?® x et tanh’(0) = 1,
4) La fonction tanh est strictement croissante sur R,
1— —2z
5) lim tanh z= lim c =
T— 00 z—4oc 1 4 e 2%
2.2.4 Fonction arcsin
. . ™ T . . . . s . 7T
La fonction sin : [75, 5} — [—1,1] est continues strictement croissante, sin f—) = —1 et sin (—) = 1.
T
o , Ly o =27
Donc, elle admet une fonction réciproque notée : arcsin : 272
T = arcsin x
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2.2. FONCTIONS CLASSIQUES

FIGURE 2.5 — Courbe de z — tanh x.
Yy = arcsin x, T = siny,
— ™ T
HASS [—171] Yy € [—575]
La fonction arcsin est continue impaire et strictement croissante sur [—1,1] et
V. 1,1 in' x = !
z €] —1,1], arcsin z—ﬁ
y 151
10T
05T
10 08 06 04 02 04 06 08 10
05T X
10T
15+
FIGURE 2.6 — Courbe de z — arcsin x.
2.2.5 Fonction arccos
La fonction cos : [0, 7] — [—1, 1] est continues strictement croissante, cos (0) = 1 et cos (m) = —1. Donc, elle
. L ) -1,1] — [0
admet une fonction réciproque notée : arccos : [=1.1] [0, ]
= arccos x
Yy = arccos x, x = cos y,
z € [—1,1] y € [0,
La fonction arccos est continue strictement décroissante sur [—1, 1] et
Vo €] —1,1] i
x 1], arccos’ x = i
2.2.6 La fonction arctan
s
La fonction arctan : } ——, = [ — R est continues strictement croissante, lim tan x = —ocoet lim tan z =
2 2 1‘*}7%*' 1‘—)%_
. } Tom [
4o00. Dong, elle admet une fonction réciproque notée : arctan : 272

T +— arctan x
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CHAPITRE 2. FONCTION D’UNE VARIABLE REELLE

1 | | | | | | |
I T T T T T T T
-1.0 -08 -0.6 -04 -02 0.0 02

|
T 1
04 06 08 1.0

FIGURE 2.7 — Courbe de x — arccos .

y = arctan x, x = tan y,
— ™ T
rzeR ye} [

La fonction arctan est continue impaire, strictement croissante sur R et

1
Vr € R, arctan’ z =
1+ 22
7T T
Vr € R, —3 < arctan r < —
y
10T
05T

FIGURE 2.8 — Courbe de x — arctan x.

2.3 Limite d’une fonction
Dans toute la suite on désignera par I un intervalle de R

Définition 2.5. Soit xg € I, et [ une fonction définie sur I (sauf peut étre en xo € I). On dit que
a) f admet en zo la limite | € R, si

Ve>0,In>0,Va e l,(0< |z —xo| <n=>|f(x) =] <e)
On note : lim f(x)=1

T—T0o

b) f admet & droite la limite Iy € R si :

Ve>0,3an>0Veel, 0<z—xzo<n=|f(x) —l1] <e)

On note : JCIL)IIQ}O f(x) =1 ou encore lim f(z) =14

+
x>T0 Ty

SuP’ MANAGEMENT
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2.3. LIMITE D’'UNE FONCTION

c) f admet & gauche la limite l3 € R si :
Ve>0,In>0Veel, 0<zo—z<n=|f(x) =l <e)

On note : xli_}r&lo f(z) =12 ou encore lim f(z)=1l2
x<xo TTo

Théoréme 2.1.

a) [ admet une limite | € R en un point xo € I, si et seulement si f admet une limite & gauche en xy et une
limite a droite en xq et que ces deux limites sont égales a .

b) Soit f définie sur I (suaf peut étre en xo € I). Si f admet une limite au point xo , alors cette limite est
unique.

Définition 2.6.

a) Soit f définie dans un voisinage I de xo (sauf peut étre en xg € 1)
a.1) ILm flz) =400 si :YVA>0,3In>0,Vz e I,(0< |z — x| <= f(z) > A)
xr o
a.2) ILm flx)=—00 i :VA>0,Ip>0,Vz €I,(0 < |z —20| <n= f(x) < —A)
xr o
b) Soit f définie sur : I =|a,+o0[
b.1) Erf fx)=1si:Ye>0,3B>0,Veel,(x >B=|f(z) -1 <e)
b.2) Er+n f(z) =400 si:YA>0,3B>0,Vx € I,(z > B = f(z) > A)
b.3) EIE f@)=-00si:VA>0,3B>0,Vz € l,(z > B = f(z) < —-A)
¢) Soit f dfinie sur I =] — co,a
c.1) EIEl fl@)=1si:Ye>0,3IB>0,Veel,(z < —-B=|f(z) -1 <e)
c.2) Em f(x) =400 si :VA>0,3IB>0,Vz € I,(x < —B = f(z) > A)
x —0o0
c.3) Em f(z) =—0c0si:YVA>0,3B>0,Vz € I,(z < —B = f(z) < —A)
x —0o0

Proposition 2.2. (Opérations sur les limites)
Soient f et g deux fonctions définies sur I (sauf peut étre en xg € 1) tels que : lim f(x) =1 et lim g(z) =1, avec
T—To

I, ' eR, alors on a : o
@) Jim (@) +g(x)) = lim f(2) + lm o(r) =1 +1
b) Va eR, ona : xli_)rgo(af(:v)) = ole'ggo flz) =al
) lim (F(z)g(@) = lim f(x) x lim g(z) =x 1

d) Sil'#0 ona: lim <f(w)> _ Ilggoféa:) _!

e=z0 \ g(2) Jim g(z) v

Remarque : Les fomes suivantes n’ont pas de sens :
0 Z4oo
0" oo

On les appelle des formes indeterminées.

, 0x(£o00), +00 — coet —oo + oo, 1T 17>

Proposition 2.3. (Théoréeme de gendarmes)
Soient f, g et h définies sur I, (sauf peut étre en xo € 1), telles que : lim f(z) =1 € R et lim g(z) =1 € R,
T—x0

r—xo
alors on a :
a) Si f(x) > 0 au voisinage de xg, alors 1 >0

b) Si f(z) < g(x) au voisinage de o, alors | = lim f(z) < lim g(z) =1
T—T0o T—X0
c¢) Soit lim h(z) = lim f(z) =1 et j une fonction définie sur I (sauf peut étre en xg € I), alors
T—T0o T—x0

st f(z) < j(x) < h(z) au voisinage de xo, alors j admet une limite au point xo et lim j(x) =1
T—x0
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CHAPITRE 2. FONCTION D’UNE VARIABLE REELLE

2.4 Fonctions continues

Définition 2.7. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I,
a) On dit que f est continue en xg € I, si lim f(x) = f(xo)
T—T0
i.e. Ve >0,In > 0,Vz € I, (|x — x| <= [f(x) — f(z0)| < &)

b) f est continue & droite en xo € I, si lim+ f(z) = f(xo)
I—)ZL'O

¢) f est continue a gauche en xp € I, si lim f(z) = f(xo)
T—T()

d) Si I = [a,b], on dit que f est continue en xg = a (resp. xg = b) si [ est continue & droite de a (resp. a
gauche de b)

e) f est continue sur I si et seulement si elle est continue en tout point de I.

Proposition 2.4.

1) Si f et g sont continues en xq, alors f+g, fg, |f|, et Af, A € R, sont continues en zq. Si de plus g(xo) # 0,

alors = est continue en x.

2) (Composée de fonctions continues)

Soit [ et g deux fonctions qu’on peut les composer, et I et J sont des intervalles de R, sur lequels sont
définies f et g respectivement.
Si f est continue en xq et g est continue en f(xg), alors, go f est continue en xg.

Définition 2.8. Soit f une fonction définie sur un intervalle I (sauf peut étre en xo € I),
si f admet une limite finie I au point xq, la fonction f définie par :

Fa) = {lf(x) siz €I~ {xo},

st x = X

coincide avec f sur I~ {xo} est continue au point xo. f est appelée prolongement par continuité de f en xg

Théoréme 2.2. (Théoréme de Valeurs Intermédiaires (T.V.1.))

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], alors, pour tout réel ¢ compris entre f(a) et f(b), Ixg € [a, b]
tel que f(xg) = c.

En d’autre termes : Uéquation f(x) = ¢ d’inconue x admet au moins une solution dans [a,b], pour tout ¢ compris

entre f(a) et f(b).

Corollaire 2.1. Si la fonction f est continue sur [a,b] tel que f(a) x f(b) < 0, alors ’équation f(x) = 0 admet
au moins une solution dans lintervalle ]a,b[. Si de plus, la fonction f est strictement monotone, cette solution est
unique.
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